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Yorwort. 


Dor Lnjuell aller Mathematik sind die ganzen Zaldt-n. Dios 
verstehe ich niclit blofi in deni althergebraohten Sinne, daB aucli der 
Begrirt des Kontinuums sich aus dor Betrachtung diskreter Mengeu 
ableitet. \ ielmehr denke ioli hoi diesen \\ orten an Ergel»nis>o lioneren 
Datums. Die Beherrschung der Exponentialfmiktion von der Kreis- 
teilung aus, die Erlassung der elliptischen Eunktionen mittols der 
Modulargleichungen lassen zuversichtlich glauben, daB dio tietsten Zu- 
sammenhange in dor Analysis arithmotischer Xatur sind. Diese Zu- 
versicht hat lieute solion Erfolge gezeitigt. Xichtsdestoweniger sind 
die Theorien, die eines Tagos solohe Alinungen in GewiBheit uni- 
wandeln sollen, noeli weit davon entfernt, Gemeingut zu sein. AuBer- 
lialb eines engen Ivreises deutscher Mathematiker ist die Zahlentheorie 
in den letzten Dezennien wenig gepilogt, wenig gefdrdert worden. 

W ie mag es zugehen, daB so \ ielo von den eigonartigen, durcli 
die Zahlentheorie ausgelbsten Stinnnungen kaum oinen Ifauoh ver- 
spiirenV Die Schdpfungen eines GauB und anderer GroBen sind zu 
erhaben. Fiir diejenigen, die niclit nur erbaut, aueh orgotzt sein 
meigen, liegen zu wenig leioht einschmeichelnde Molodien'in dieser 
gewaltigen AIusik. A ielloicht lieBon sich da Anhanger fur die reinen 
Lehr on der Arithmetik elier nach der Methode der Salutiston werben. 

Von sole-hen Erwiigungen her kam ioli zu einer Art Metamor¬ 
phose des klassischen Lehrgangs der Zahlentheorie. In einer durchaus 
elemental* gehaltenen kleineren Vorlosung, die ioli im Wintersemester 
1903/4 hielt, riickte ich geometrische und analytische Problemstelluno-en 
m den Vordergrund und drang dabei doch ziemlieh weit in die Theorie 
der algebraischen Zahlkdrper ein. Es war von vornherein meine Ab- 
sioht gewesen, die Vorlosung, die aucli vieles neue braehte, zu ver- 
offentlichen. Die Publikation zog sich wegen anderer Arbeiten hinaus. 
Derr Dr. A. Axer, einer meiner damaligen Zuhdrer, hat seinerzeit mit 
grower Sorgfalt die Vorlesung ansgearbeitet und noeli ein letztes Kapitel 
nach Aufzeichnungen in einem Manuskript von mir angefiigt. Fur 
seme wertvolle und treue Mitarheit bin ich ihm zu groBeni Danko 

verpfhchtet. 
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Elites Kapitel. 

Anwendungen eines elementaren Prinzips. 

Die Betrachtungen dieses Kapitels werden sich auf ein einfaches 
Prinzip stiitzen, von welchem Dirichlet seinerzeit mehrere tief- 
liegende Anwendungen gemaclit hat; dasselbe lautet: 

B cnn « -f 1 Binge auf n Fiicher irgendicie verteilt u erden , so 
mufi es darun ter mindcstens ein Faeh geben . notches mehr als ein Din 7 
aufnimmt. 

8 1. Begriff tier naelisten ganzen Zahl. 

\\ ir stellen uns das System der ganzen rationalen Zahlen in der 
iiblichen Weise durch eine Skala aquidistanter Punkte auf einer un- 
begrenzten Geraden dar (Fig. 1) und wollen festsetzen, dab zu jedem 
der entstandenen Intervalle 
von der absoluten Lange 1 

O 

etwa blob der linke End- 
punkt gerechnet werde; 

dami wird jeder Punkt der Geraden in eni bestimmtes Intervall hinein- 

versetzt, so dab sich zu jeder beliebig vorgegebenen reellen Grobe a 

zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen x a und x 0 + 1 derart eindeuti 
angeben lassen, dab 

'z 0 +l oder 0 < a — x 0 < 1 (1) 

wird. Die Zahl x, die nach links ndchste Zahl von «, heibt die grb/ite 
ganze,' Zald in a und wird nach Gaub mit [a] bezeichnet. 

Zahlt man dagegen zu jedem Intervalle dessen rechten Endpunkt 
und den lmken nicht, so gehoren eindeutig zu jedem beliebmen a 
zuei gauze Zahlen x 1 — 1 und x n derart, dab 

— 1 <a^x l oder 0 < x x — a < 1 ( 9 ) 

ist: x x ist dann die nach redds ndchste ganze Zald von a. 

x ° und x \ S111(l °ffenbar die Endpunkte eines Intervalles den Fall 
sgenommen, wo a eine ganze Zahl ist und sonach * 0 und x x in a 




Fig. 1. 


o’ 


Xq < a 


aus 

zusammenfallen. 

Minkowski, diophunt. Approxiniationen. 
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I. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 





Es ist weiter evident, daB a entweder eine ganze Zabl ist oder 
von einem und nur einem Endpunkte des Intervalls, in welchem es 
liegt, nm weniger als absolut entfernt ist oder von jedem der End¬ 
punkte um absteht. Sonacb existiert zu a immer eine ganze Zabl x 
der art, daB 





wird; sie ist eindeutig bestimmt, bis auf den Fall, wo a + | ganze 
Zablen sind und x also zweier Werte fabig ist; sie moge die ab¬ 
solut nachste oder kurzweg die nacliste ganze Zahl von a beiBen. 


§ 2. Annalieruiig an eine beliebige reelle GroBe. 

Ist a eine beliebig gegebeue reelle Grofie, y eine positive ganze 
Zabl, so gehort nacb dem zuletzt Gesagten zu ay eine ganze Zabl x 
(unter Umstanden geboren dazu zwei Zablen x) derart, daB 


x — ay I < £ oder 


x 

y 


— a 


< 


2 y 


(4) 


wird. Die letztere Ungleicbung besagt, daB zu a sich eine rationale 
Zabl mit dem Nenner y derart angeben laBt, daB der Unterscbied 

zwiscben letzterer und a dem Betrage nacb die GroBe - 1 - nicbt iiber- 

2y 

scbreitet. Auf diese Weise kann man der Grofie a durcb rationale 
Zablen beliebig nabe kommen, indem man nur y groB genug wablt. 
Zu einer Verstiirkung dieser Annaberung fiibrt die folgende Uber- 

legung: Wir teilen das Intervall 01 in t gleicbe Teilintervalle (tf>2), 
die, wenn wir zu einem jeden dessen linken Endpunkt, nicbt aber 

den rechten zablen, unter- 

^—+ -«-- 1 - - 1 - 1 - 1 - \ einandervollstandiggetrennt 

* * * T 7 sind und in ibrer Gesamtbeit 

Fig. 2. 


% % 


die ganze Strecke 01, zu 
welcher ebenfalls bloB der linke Endpunkt 0, nicht aber der recbte 1 
zu zablen ist, zusammensetzen (Fig. 2). Sonacb muB jede in diese 
Strecke fallende GroBe £ eine und nur eine der folgenden Unglei- 
cbungen erfullen: 


0^<i> 




t— 1 


t = 


<g<l. 


( 5 ) 


Es sei nun x die nach recbts niickste ganze Zabl von ay: 

0 x — ay < 1; 

' ^ 

dann muB x — ay einer der Uugleichungen (5) geniigen. Wir lassen 
y die Werte 0, 1, 2, • • •, t durchlaufen; da die so entstandenen t + 1 
Grofien x — ay in den t Teilintervallen Unterkunft finden miissen, so 



§ 2. Ann ah er ling an cine GroBe. § 3. Anwendung auf lin. Dioph. Gleich. 3 


wird es nach dem an die Spitze dieses Kapitels gestellten Prinzip 
mindestens ein Teilintervall geben, Welches melir als eine dieser GroBen 
aufnimmt. Ein solches sei etwa das //-te und x — ay', x" — ay" seien 
zwei von den in dasselbe fallenden GroBen; dann ist 


h — i , h 

- t -“!/ < t , 


h — i ^ 

t 


re 


(l 


" ^ n 

!/ < T 


Hierbei sei y" > y'. Aus diesen Ungleichungeu folgt durcb Subtraktion 

~t< x '~ x ~ a ( y" — y )<t■ 

Wird bier 

x — X = X, IJ - y = y 

gesetzt, wobei y otfenbar eine der Zahlen 1, 2, • •, t ist, so hat man: 


X 


1 


ay | < —- oder 


und a fortiori 


t 

x 

y 


x l^i 
— a < 

y ty> 


a \<7- 


( 6 ) 

Diese Formeln liefern das folgende Theorem: 

I. Zu einer beliebiyen Grbfie a und enter yanzen positiven Zahl t 
lafit sich mindestens ein Paar von yanzen Zahlen x , y, derm letztere 
in den Grenzen 1, tlieyt, derart anyeben, da/5 | x — ay | < 17 wil d 
Hiermit ist eine rationale Zahl x/y gewonnen, die der GroBe a 

um wemger als 1 iy- absolut nahekommt, welche Anniiherung von 
stm kerer Ordnung ist als die vorherige. 

§ A Anwendung auf liueare Diophantische Oleiclinugen. 

Es seien ]!, S, r, s positive ganze Zahlen, IijS = r/s und zwar so, 
daB mittelst r und s dieses \ erhiiltnis in kleinstmoglichen ganzen 
Zahlen ausgedruckt ist, alsdann liefert das letzte Theorem einen ein- 

Gltichumr X1StenZbeWelS fU1 d ‘ e LSsuu b ren der linearen Diophantischen 

o 

sX-rY= 1 . ( 7 ) 

Fur S = 1 liegt die Losung X = 1, 7 = 0 auf der Hand; denken wir 
uns daher s > 1 . Auf das erwahnte Theorem bezugnehmend, setzen 

r<;<; /s ’i ,v i! , gibt es einen B - ch */» -obei 

l S <J < 6 - 1, welcher der folgenden Ungleicdiung geuiigt: 


oder 


x 

y 


r 

S 


<- 


l 


(>■ —\)y J 


I sx - ry < 1 


l 

s— 1 ’ 
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I. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 


oder auch, da 1 /( 5 —1) hochstens den Wert 1 hat, links aber eine 
ganze Zahl steht: 

| sx — ry | 5C 1. 

Die links stehende GroBe muB also entweder = 0 oder = 1 sein; 
ersteres kann nicht stattfinden, da r/s in kleinsten Zahlen ausgedriickt, 
hier aber y s — 1 ist; daher gilt notwendig 

| sx — ry | = 1, 

oder, wenn a das Vorzeichen der Zahl sx — ry bedeutet: 

a (sx — ry) = 1. 

Hiermit ist aber eine Losung der vorgelegten Gleichung gegeben, 
und zwar: 

X = ax, T = ay. (8) 

Wird nun R = dr, S = ds gesetzt und (7) mit d multipliziert, so 
zeigt sich, daB d eine ganze Zahl sein muB; d heiBt der grofite ge- 
mcinsame Toiler von R und S, und r und s heiBen teilerfremd. 



§ 4. Zirkulare Anordimng von Intervallen. 

Wir zeichnen (Fig.3) neben der Zahlengeraden einen die- 

selbe im Nullpunkte beriihrenden Kreis vom Radius 1/2st und 

• • 

denkenuns beide Aste der Geraden, den positiven und den 
negativen, in entgegengesetzten Richtungen um den Kreis 
gewickelt. Sodann bildet sich jeder Punkt a der Geraden in 
einem Punkte b der Kreisperipherie ab; b ist dann zu gleicher 
Zeit Abbild aller Zahlen, die sich von a um eine ganze 
Zahl unterscheiden. So bilden sich die ganzen Zahlen 
selbst alle im Nullpunkte 0 ab. Der Bogen Ob stellt, 
in positiver Richtung gemessen, die GroBe a — [a] dar. 

Die durch eine solche Abbildung gewonnene An- 
ordnung des Kontinuums aller reellen Werte langs der 
Peripherie eines Kreises wollen wir die zirkulare Anord- 
nung des Kontinuums nennen. 

Es seien t Grofien a x , a 2 , • • •, a t (tA> 2) durch Punkte 
auf der Geraden gegeben. Wir bilden dieselben auf den 
Kreisumfang in der obigen Weise ab und bezeichnen die 
Abbilder in der Reihenfolge, wie sie entlang der Peri¬ 
pherie vom Nullpunkte ab in positiver Richtung auf- 
treten, mit b x , b 2 , • • •, eventuell zusammenfallende 
Punkte sollen in dieser Folge nebeneinander stehen. So¬ 
dann wird es unter den Bogenstucken 


Fig. 3. 



§ 4. Zirkulare Anordnung von Intervallen. 


in welche der Kreisumfang zerfiillt, mindestens eines geben, 
Lange 1 ft niclit iiberschreitet; so sei etwa 


das die 


0 < arc b 


-A<t* 


( 91 


Fur das Ideinste aller Bogenstucke wird in dieser Ungleichung rechts 
sicherlich nur das Ungleichheitszeichen gclten, auBer, wenn alle Bogen- 
stlicke gleich lang sind nnd sonach fur alle das Gleickheitszeicken 
gilt. In dem ersteren Falle seien ci' y a jene von den gegebeneu 
GroBen, welche sick in b h _ l resp. b h abbilden; dann ist 


mitliin 


arc 0 b h _ 1 = a — [a'J, arc 0 b h = a" — [a"], 
arc h-x \ = a " ~ «' + [a | - [a 1: 


es existiert somit eine ganze Zahl x — \a~\ 
gleicliung 

0 fC a" — a + x < -J- 

1 / 

geniigt. Im zweiten Falle baben wir: 


— a |, welche der Un- 




10 ) 


arc b t _ 1 b i = - 


) (»= 1 , 3 , 6 ( 


an 


daher fur beliebige i, 1c: 


k — * 

arc 


nnd in der Folge fur beliebige zwei a, a" unter den gegebenen 
GroBen a: ° b 


~ / / 
~ 0 = T ’ 


( 12 ) 


worm / eine jeweils bestimmte nicht durch t teilbare ganze Zahl be- 
deutet. 

Diese Betrachtung liefert somit den Satz: 

II. Unter t beliebig gegebenen reellen Grbfien a v a 2 , ■ ■ ■, a t gibt 
es entueder mindestens ein Boar, a’, a", uelches bei entsprechend ge- 
wahltem gamzahligem x die Ungleichung 

0^a’~a+x<~ 

t 

erfiilU, oder es gehfirt eu jedem a ein a derart, da/5 bei jedesmal qe- 
eignet gewaliltem gamzahligem x 


wird. 


if / , 1 

a — a + x = — 

t 


(13) 


6 I. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 

Nimmt man speziell a iJ + 1 = ay (y = 0, 1, 2, • • •, t — 1) an und be- 
zeichnet die dem a bzw. a" entsprechende GroBe mit ay bzw. ay' y 
so gebt die Ungleichung (10) in die folgende fiber: 


0£x-a{y-y")<{, 

oder, wenn 

y-y" = y (-(t-i)£y<t-i, y + o) 

gesetzt wird: 

0 <ix - ay <±; (14) 

und wenn man bier, so oft y negativ wird, die Yorzeicben umkehrt, 
wie folgt: 

°^ —*-«(-*/) >-y, (15) 


bernach — x durcb x, — y durch y ersetzt, so lassen sich die Un- 
gleicbungen (14), (15) in die eine 



zusammenfassen, wobei y eine positive Zabl < t — 1 ist. 

Der Fall (12) hingegen erfordert hier, wo unter den gegebenen 
Zablen ay jedenfalls die Null vorkomiut, daB alle t — 1 anderen 
Zahlen ay gebrochene Zablen siud, aber at ganz ist, woraus folgt, 
daB a selbst ein niclit reduzierbarer Bruch vom Nenner t ist; und in 
diesem Falle findet die Gleichung (13) statt, welche hier die Form 


oder 


x — ay = - t -, y + 0) 

| x — ay\=±-, 


(17) 


annimmt. Der Satz II sagt sonach im Falle a y+1 = ay (y = 0,1,2, • • •, t— 1) 
im Wesen dasselbe aus, was der Satz I, nur mit dem Unterschiede, 
daB die obere Grenze des y dort t , bier t — 1 ist, ferner, daB anderer- 
seits | x — ay | dort immer unterhalb 1 /t herabgedriickt werden kann, 
hier aber nur bis auf den bezeichneten Ausnahmefall, in welchem 
x — ay | = l/t ist. 


§ 5. Angenalierte Darstellnng zweier GroBen. 

Um eine gleichzeitige Anniiherung durch Briiche mit gleichem 
Nenner an zwei gegebene GroBen a, b anzubahnen, nehmen wir eine 
ganze Zahl z an, bezeichnen mit x bzw. y die nach rechts nachste 
ganze Zahl von az bzw. bz , so daB also 

0<ix — a 2 = %<\, 0 <iy — bz = rj <C l 


§ 5. Angenaherte Darstellung zweier GriiBen. 


i 


ist, und teilen die Strecke 01 ebenso, wie im § 2, in t gleiche Teil- 
intervalle, so dab dann 2; wie rj fiir sicb je einer der Ungleichungen 


t 1 i £ 2 




• • • • 


t — 1 


<* < 1 

— r; 



i-» -_ 

. M . — .M 

if 

— - - 











Fig I. 


geuiigen. Lassen wir nun z die Werte 0, 1, 

2 , • • •, t 2 durchlaufen, so entspricht jedem z 
ein bestimmtes Grobenpaar £, r, und hiermit 
eine Kombination derjenigen zwei unter den 
bezeichneten Teilintervallen, in denen die betretf'enden £, \ bzw. liegen. 
Da liur t 2 verschiedene solehe Kombinationen moglich sind, z aber 
t 2 + 1 Werte annimmt, so mub es mindestens eine Kombination 
geben, welcher zwei Werte yon z , etwa z\ z" entsprechen, so dab die 
zugehorigen Werte 2;, £" einerseits und >/, rj" andererseits in je ein 
und dasselbe Intervall fallen. Es seien dies das h-te resp. /r-te Inter¬ 
val! (Fig. 4); dann baben wir: 


h - l 


/,• - l 


1 / v/ / / ^ A — L ^ , , , . /• 

r < £ = x - az <t> ~i~- < 'i = // - ><s'< j, 

1 t"_ ,, h J" — 1 « /- , .. , A: 

( -SS -x —az <j, f £,, = i/ —bz <j, 


woraus durch Subtraktion 


1 ^ // 
T < ® 


/ / / / / \ ^ 1 

x -a(z - z)< - r , - 


1 


,/' - y' - h (/' _ /) < 


folgt, oder, wenn 


x"-x=x, y" g — y , /'-/ = 


gesetzt werden: 


wobei 


ist. 


* - az I < }, y-bz | <4, 


£ 


oder auch 


und a fortiori 


a: 

- a 

z 


1 <z<t 2 


y 


(18) 

(19) 


<17- 7~'' </.;• 


x ! 1 


2 / 


-6 


<r» 


Hiermit ist das folgende Theorem gewonnen: 


III. Zu zwei beliebig vorgegebenen Grofien a , b und einer ganzen 
positiven Zahl t lcann man immer mindestens eine in den Grenzen 1 




8 


I Anwendungen eines elementaren Prinzips. 


t 2 gdegene game Zahl z and dazu zwei andere game Zahlen x. ig der- 
art angeben ,. dafi gleichzeitig die Ungleichungen bestehen: 

\x-az\<\, \y-hs\ < L. 

Hierdurch sind also rationale Zahlen xjz und yjz gewonnen, die 

den GroBen a und b bzw. uni weniger als l/*f absolut nabekommeii. 

Man sieht ohne weiteres, wie dieser Satz auf beliebig viele ge- 
gebene GroBen ausgedehnt werden kann. In der allgemeinen Fassung 
lautet er, wie foist: 

/ O 

III'- Zu n \ gegebenen Gro/ien a u a 2 , ..a n und einer posit iven 
ganzen Zahl t Jcann man winter mindestens eine in den Grenzen 1. t n 
liegende game Zahl z und dazu n andere game Zahlen x lf x 2 , .. %J x 
der art angeben , dafi 


x i ~ a i z < i un d & fortiori ; — — a. i < —-— 

* ! * f ! 1+1 ( 20 ) 

0’ = 2 > 3, .. n) 

wird. 

Wir wollen die Ungleichungen (18) unter Hinzufugung des Gleich- 
heitszeichens zum Ungleichheitszeichen folgendermafien schreiben: 


j tx — atz | 1, ty — btz | <^ 1, 

und gemaB (19) 



als dritte Ungleichung hinzufugen; dann laBt sich das Theorem III 
so formulieren: 

III". Es gibt mindestens ein System von ganzzahligen Werten x, y, z, 
die nicht alle gleichzeitig verschwinden und den drei linearen Formen 


i = tx — atz, 7] = ty — btz, f = 


mit dei’ Determinante 


t, o, 

0 , t, 

0 , 0 , 


at 


— bt 

l 

!* 


= 1 


l 

1 * * 



Werte erteilen , deren Betrage die Einheit nicht iibersteigen. 

Dieser Satz ist bloB ein Spezialfall eines viel allgememeren 
Satzes, welcher den Gegenstand der nachstfolgenden Paragraphen 
bilden soil. 
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§ 6. Satz iiber drei terniire lineare Formen. 


§ 6. Satz iiber drei ternare liueare Formen. 

l)er allgemeine Satz lautet: 

IV. Zu drei. rceUen linearen Formen dreier Variabeln . 

S = ax + by -f cz, 
l / = a x + b y c z , 


2'J ) 


b 


n , j /' , ff 

= a x -f o if + c z, 


mit der Determinants 1 lassen sick immer ganzzaldiye Werte y. z. 
die nicht sdmtlich verschuinden , derart angeben. da/5 far dieselben 


ivird. 


< 1 , ! >/ < 1 , 


si < 1 


(23) 


Dieser Satz laBt sich auch auf Formen (22i mit beliebiger nicht 

‘ 7 ^ 

verschwindender Determinante A in der Weise iibertragen, daB in (23) 

die Einheit durch ] A ersetzt wild; denn steht er einmal fur For¬ 
men mit der Determinante 1 test und haben g, £ die Determinante 

A 4= 0, so ist er auf die Formen £/f-A, rjft A, £/f/A, deren Deter¬ 
minante offenbar 1 ist, anwendbar: alsdann existiert eiu izanzzahliges, 
von (0, 0, 0) verschiedenes Wertesystem (.r, //, z i, fur welches 


I s , ' * < 1 

\]/a 9 y *\ 9 ]/a\- ’ 

also 

\i\, r,;, u < Va 

wird. 

Fur den Satz IV sind drei wesentlich verschiedene Beweise be- 
kannt geworden. Der eine beruht auf geometrischen Betrachtungen, 
die mich auf den Satz gefuhrt haben, und ist sehr durch si chtig, setzt 
aber gewisse geometrische Begriffe voraus, auf die wir erst in den 
nachstfolgenden Kapiteln eingehen wollen; einen anderen, arithme- 
tischen Beweis hat Hurwitz (Gottinger Nachrichten, Math.-phys. Kl., 
1897, p. 139) gegeben; der dritte, der in den folgenden Zeilen ent- 
wickelt werden soil, beruht wesentlich auf einer Idee von Hilbert. 

Wir beweisen den Satz zunachst fur folgende drei spezielle 
Formen mit der Determinante 1: 

t = Z’ r ‘~+ $=Ax + By + tj t z, (24) 

worin t u f, ganze positive Zahlen und A, B beliebige reelle GroBen 
sind, — und fiihren sodann durch gewisse Kontinuitatsbetrachtungen 
den allgemeinen Fall auf diesen speziellen zuriick. ° 



10 


1. Anwendungen ernes elementaren Prinzips. 


Um den Satz IV fur die Formen (24) zu beweisen, lassen wir x 
die Werte 0, 1, 2,.. ., t t und unabhangig davon y die Werte 0, 1, 2, 
. . 4 durcblaufen. Jede der so entstehenden (t 1 + l)(tf 2 -f 1) Kom- 

binationen (x, y) erteilt der GroBe — (Ax By)/^^ einen bestimmten 
Wert, zu welchem wir die nach recbts benackbarte Zahl z sucben, so 
daB jedesmal 


*1 


also fiir jedes so erhaltene Wertesystem (x, y, z ) 


o ^ e < t x t 2 

wird. Da aut diese Weise (t l + 1) (t 2 -f- 1) Werte von £ hervorgeken, 
welche samtlich in dem Intervall von 0 bis t x t 2 liegen, dieses Inter- 
vall aber nur t 2 Teilintervalle von der Lange 1 besitzt, so miissen 
in mindestens einem der letzteren nicbt weniger als zwei Werte von £ 
zu liegen kommen. So sei etwa: 


^ ^ £ — Ax -|- By -j- 1 1 t 2 z <C h -j- 1, 
h < £" = Ax" + By " + t x t 2 z" <h+ 1. 


Hieraus folgt durch 

Subtraktion: 


Setzen wir nun 

// 

/ 

r-ri<i. 

ff / nr 

(25) 

X — 

II 

y — y =y, * - * = z, 


wobei offenbar 

0 ^ ,r 

£ti, °^i 

(26) 

ist, so wird: 

ir 

II 

Ax + By + \ < 1 

(27) 


und hiermit sind drei ganzzaklige Werte x , y. z gewonnen, fur welche 
nach (26), (27), (24) 

\v\£h \t\<l 

wird. Dabei konnen diese Werte x, y , z nicht samtlich verschwinden, 
denn waren auch nur x , y beide gleich 0, so wiirde dies bedeuten, 
daB die beiden Kombinationen (x\ y), (x'\ y") miteinander identisch 
sind, was ausgeschlossen ist. 

Deranach ist unser Satz fur den Spezialfall (24) bewiesen. 


§ 7. Das Minimum eines Formensystems. 

Der weitere Gang des Beweises erfordert die Entwicklung einer 
Reihe von vorbereitenden Tatsachen und Begriffen, deren erster das 
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§ 7. Das Minimum einos Formenaystems. 


Minimum ernes linearen Formensystems fur ganzzahlige Werfce der 
Variabeln sein soli. 

Es sei das allgemeine Formensystem (22) mit der Deterrninante 1 
vorgelegt und a sei der groBte unter den Betriigen der Koeffizienten 
dieses Formensystems: 


Setzt man beliebige zwei der Variabeln 
gleicli 1, so wird jede der drei Formen 
Koeffizienten, also gleichfalls 


x, y. z gleich 0, die dritte 
sichtlich gleicli einem ihrer 



Hiermit ist die Existenz solclier ganzzahliger Werte x, y. z klar ge- 
legt, die niclit alle Null sind und den drei Formen W erte £, £ er- 

teilen, welche dem absoluten Betrage nach die GroBe y niclit tiber- 
steigen; diese letzteren Werte konnen auch nicbt alle drei zugleich 

O 1 iJ 

verscbwinden, denn solcbes tritt wegen Nichtverscliwindens der Deter- 
minante von (22) nur fur x = 0, y = 0, z = 0 ein, das letztere Werte- 
system koinmt aber hier nicbt in Betracbt. 

Urn nun Scbranken zu linden, innerbalb deren die GroBen x. y. z 
iiberhaupt liegen mtissen, wenn irgendwie die Ungleicbungen (29) be- 
stelien sollen, losen wir die Formen (22) nacli x. y, z auf: 

x = -f cc'y -f «"g, 

y = t*z + fa + p't, m 

z = yl + y'n 4- y"S, 

worm «, /3, . . y" Unterdeterminanten von 

a, b , c 
A = a', b', c 

tf 7 ft rr 

a , I) , c I 


sind. Da wegen (28) jede solcbe Unterdeterminante absolut ge- 
nommen <1 2y 2 sein muB, so baben die Gleicbungen (30) und die 
Ungleicbungen (29) notwendig zur Folge: 

\x’:>\y\, z\ <$y :i . (31) 

Hiermit sind in —• 6 y\ dry 3 Scbranken der verlangten Art gefunden. 
Es gibt sonach bloB eine endlicbe Anzabl von solcben ganzzabligen 
Wertesystemen (x, y, z\ welcbe die Ungleichungen (29) bewirken, und 
wir denken uns diese Wertesysteme aus der Gesamtbeit der zwiscben 
den besagten Schranken liegenden ganzzabligen Werte x , y , z beraus- 
gesucbt, docb unter AusscbluB des Wertesystems (0, 0, 0). 
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I. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 


Es moge nun cp (x, y , z) den groBten, resp. einen der groBten 
unter den drei einem vorgegebenen Wertesystem (x, y, z ) entspringen- 
den Betragen 11 , \y\, | £ bedeuten. Dann wird fiir die soeben aus- 
geschiedenen ganzzabligen Wertesystem e (x, y, z) und nur fiir diese, 

0 <<p(x,y, z) 

sein. Unter diesen zugeborigen cp, deren es eine endliche Anzahl, 
und zwar mindestens eins gibt, muB es einen kleinsten Wert geben, 
der sicher von 0 verschieden ist und eventuell auch fur mehrere der 
Systeme (x, y . z) herauskommen kann; dieses kleinste cp wollen wir 
das Minimum des For mensy stems £, y, £ (soil, fur ganzzahlige Werte 
der Variabeln) nennen. Die Existenz desselben ist durcb die vor- 
stebende Betracbtung dargetan; zugleich ist festgestellt worden, daB 
es <1 g ist und bei Werten x, y, z eintritt, die jedenfalls in den 
Scbranken — 6g 3 , 6g 3 liegen. 

Der Beweis des Satzes IV wird nunmehr darauf binauslaufen, zu 
zeigen, daB das Minimum des Formensystems (22) den Wert 1 nicbt 
uberscbreiten kann; fiir das spezieile System (24) ist dies bereits be- 
wiesen. 


§ 8. Variation und Transformation linearer Formen. 


Wir zeigen zunacbst, daB das Minimum sick Jcontinuierlich Under t, 
ivenn man die Koeffizienten der drei Formen I'ontinuierlichen Anderungen 
unterwirft. Wir variieren die Koeffizienten a, b, . . ., e" bzw. um 
GroBen da, db, . . ., dc", deren Betrage unterbalb einer positiven 
Grenze e liegen mogen: 


da , I db 


dc" | <£; 


032 ) 


wir bezeiebnen dies als eine Variation < s der Formen £, y, £. Es 
sei nebenbei bemerkt, daB, wenn wir eine willkiirlicbe erste Variation 

< s vorgenommen baben und dabei e 0 der groBte unter den Betragen 
I da |, | db j, . . ., | dc" j ist, wir an dem so gewonnenen neuen Formen- 
system alsdann nocb eine ganz beliebige Variation < e — £ 0 yoraebmen 
konnen und dabei das Resultat gleicbbedeutend mit einer Variation 

< £ von £, y, £ sein wird. Haben wir nun eine Variation < £ an 
rj, £ ausgefiibrt und bezeiebnen mit £*, y*, £* die dadurcb aus 
y, & bervorgegangenen Formen, mit <5£, dy, d£ dagegen die Ande- 

rungen, welche die gegebenen Formen dabei erfabren baben, so ist 


£* = £ + <?£ = (« + da)x + (b + db)y + (c + dc)z, 

y* = y + dy = (o' + da)x + (&' + db f )y + (c + dc)z, (33) 

£* = £ + d £ = (a" + da")x + (b" + db")y + (c" + dc")z. 




§ 8. Variation und Transformation linetirer Formen. 
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Es sei nun M das Minimum der urspriinglichen, 31* jenes der 
variierten Formen. Wir wollen unter x, y, z solcbe ganzzahlige Werte 
der Variabeln versteben, fiir welclie das Minimum 31 eintritt; dann 
miissen dieselben, sobald die Voraussetzung (28) getroffen ist, nach 
§ 7 der Ungleicbung 


x 


!i n \ t\ ^ 


34) 


geniigen. Mit Rucksicht darauf und auf (32) folgt aus (33) fur dieses 
Wertesystem (x, y, z): 


umsomehr also 


;l* , U*!, t*\<31+lSeg> } 
31* < 31 4- 18 E(f. 


(35; 

Analog seieu x*, m* z* gewisse das Minimum 31* bewirkende 
ganzzahlige Werte der Variabeln. Da aus der Voraussetzung (28) und 
aus (32 ) eine analoge Voraussetzung fiir die Koeffizienten der variierten 
Formen folgt, namlich 

| a + da , b -f 6 b ,, . . ., c" + dc" < y + G 

so miissen x*, y *, z* einer zu (34) analogen Ungleicliung geniigen, 
und zwar 

I ** , y* , ** < 6 (</ + t) 3 , 

und dementsprecbend folgt aus (33) fiir dieses Wertesystem (#*, y*, z*): 

i , y'x |5| < M* + 186 (g + F» 8 , 


daher aucb 


31 < 31* + 18 £ (y + £ ) 3 . 


(36) 


Aus den Ungleichungen (35), (36) entnehmen wir nun: 

- 18£ {g + ef < 31* - 31 < \Se g'\ 

wodurch der Unterscbied beider Minima, 31 und 31*, zwischen zwei 
Grenzen eingesclilossen erscheint, welclie beliebig klein gemacbt wer- 
den konnen, sobald nur e geniigend klein genommen wird, d. h. so¬ 
bald die Variation der gegebenen Formen einen binreichend kleinen 
Spielraum nicbt uberschreitet. Hiermit ist also dargetan, dab das 
Minimum von drei linearen Formen eine kontinuierlicbe Funktion der 
Koeffizienten ist. 

Im folgenden werden wir das Formensystem g, r h t, und zwar 
immer nur zwei der Formen, so zu variieren baben, dab die System- 
determinante den V\ ert 1 beibebiilt und dabei die Variationen aller 
Koeffizienten eine Grenze £ nicbt uberscbreiten. Dies wird in fol- 
gender Weise zu erzielen sein: Wir variieren zunachst etwa blob die 
Koeffizienten von £ bzw. um die Groben 6a, 6b, 6c, so zwar, dab 

‘dal, 6b , \ 6c\ < & (37) 
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I. Anwendungen ernes elementaren Prinzips. 


bleibt, wobei nocli unbestimmt, jedenfalls aber 


0 <&<£ (38) 

sei, und es sei 1 + dA die Determinante des variierten Formensystems, 
wobei also 



da, db, dc\ 

f 7 / f 

a, b, c 
a , b , 6' 


ist. Damit aus dieser Determinante wieder eine Determinante vom 
IN erte 1 hervorgeht, multiplizieren wir in ihr eine der unvariierten 
Zeilen, z. B. die dritte, mit 1/(1+ dA). Dadurch wird aber zugleich 
eine Variation der Koeffizienten von f hervorgerufen, und zwar bzw. 
um die GroBen: 



- a" 8 A 
1 + *A> 



- by A 

1 + 8 A’ 



-c"8 A 
1 + 8~A’ 


und jetzt handelt es sich darum, daB auch diese Variation den fest- 
gesetzten Spielraum nicht iiberschreite, also 


da" , | db"\, \dc"\<e 


bleiben. Nun ist mit Riicksicht auf (28) 


und daher, wenn noch 
yorausgesetzt wird, 


mithin werden | da" 
wenn nur 


d A | < 

6% 2 < 1 


_ 8 A ^ e&g* 

1 -f d A ^ 1 — G&g* ’ 

|, | dc" sicher samtlick <6 

6-0-rt 3 

1 — < 8 



ausfallen, 



ist. Man braucht also, um das Gewiinschte zu erreichen, nur & so 
zu wahlen, daB es die Ungleichungen (38), (39), (40) gleicbzeitig 
erfiillt. 

Dem Beweise des Satzes IV muB noch die folgende Betrachtung 
vorausgeschickt werden: 

Wir iiben an den Formen £, r\, £ eine durch die Gleichungen 


x=pX+p'Y + p"Z, 
y = qX + q'Y+q"Z , 
e = r X 4- / Y 4- r"Z 


( 41 ) 


§ 8. Variation und Transformation linearer Formen. 
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gegebene lineare Transformation aus, wobei p, p, . . r" ganze Zahlen 
sein mogen und die Transformationsdeterminante 

P, P> V 

T- <p </, q 


r, r > 


/ • 


r 


den Wert 1 haben soil. Dann gehen die drei Formen in drei neue 
mit den Variabeln X, 7. X liber: 


5 = A X + B Y + CZ, 
H= A X + ]> 7 4- C'Z, 


( 42) 


Z 


4"X + K'Y+ C Z, 


wobei der Zusammeuhang zwischen den transformierten Koefiizienten 
A , B, . . C und den ursprunglichen a, b, . . ., r" durcli eine Be- 
ziehuncr zwischen den zugehorigen Matrizen und der Matrix T, und 


zwar 


a, 0, c 


A, B, C 
A', B', a = a, //, c 


• T 


43) 


A", B", C ": I a", h , 


n tt 

c 


zum Ausdruck gebracbt werden kann. Dieser Beziehung zufolge 
stimmt nach dem Multiplikationssatze der Determinanten die Deter- 
minante der transformierten Formen g, H, Z mit derjenigen von 
£, £ im Werte liberein, ist also wieder = 1. 

Fiir je zwei durcli die Gleichungen (41) verbundene Wertesysteme 
(x, y, z) und (X, 7, Z) gilt: 

% (*, y> *) = 3{X, 7, Z), n (x, y, z) = Jf (X, 7, Z) 9 

Z(x, 7, Z)\ 

dabei entspricht jedem ganzzahligen Wertesystem (X, 7, Z) ein ganz- 
zahliges Wertesystem (x, y, z\ und — weil T = 1 ist — auck um- 
gekehrt; speziell fur X = 0, 7=0, 7 = 0 gehen x , y, z ebenfalls in das 
Wertesystem (0,0,0; liber, und setzt man umgekekrt in (41) x = 0, 

y = 0, z = 0 ein, so folgt wegen Nicktverschwindens der Determinante 
als einzige Losung: X = 0, 7 = 0, Z = 0. 

Aus dieser Sachlage folgt ohne weiteres, daB das Minimum des 
Formensystems g, H, Z dasselbe sein muB, wie jenes von £, 17 , £. 
Durch eine lineare Transformation mit der Determinante 1 (unimodu- 
lare Substitution) dndert sich also das Ahnimum von drei terndren line¬ 
are n Formen nicht. 




I. Anwendungen ernes elementaren Prinzips. 



§ 9. Ausfiilirung besonderer Variationen. 

Nun lafit sich der Beweis des Satzes IV in wenigen Ziigen er- 
ledigen. Angenommen, der Satz ware nicht richtig, also das Minimum 
der Formen g, rj, £ groBer als 1. Dann kann man nach § 8 ein £>0 
derart angeben, daB fiir alle Variationen < f dieser Formen das 
Minimum sich so wenig andert, daB es immer noch die Einheit uber- 
s teigt. Eine solcbe A ariation fiihren wir aus, indem wir zuniichst 
zu e ein positives # derart bestimmen, daB gleichzeitig 


wird, 

sodann 

& < t, < 1 e 

eine positive ganze Zalil s derart festlegen, daB 

(44) 



v<* 

(45) 

wird, 

hierauf 

rationale Zahlen p/s , q/s, r/s suchen, so daB 



P_ 

I $ 


(46) 


wird (s. § 1), und in der Form g c durch r/s ersetzen, weiter b durch qs, 
wobei wir q =j= 0 annebmen konnen, da wir fur dasselbe sicher die 
Wahl zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen haben, schlieBlich a 

durch ^ + —, wobei t eine so gewahlte ganze Zahl bedeute, daB 


qst> 0 und zugleich -- 4- - 1 - < ft (47, 

° s 1 qst v V 

wird. Hierdurch werden die Koeffizienten von g um GroBen variiert, 
die wegen (45) und (47) dem Betrage nach unterhalb 0- liegen. Um 
noch die gleichzeitig erfolgte Variation d A der Determinante des 
Formensystems zu beheben, multiplizieren wir die Koeffizienten in £ 
mit 1/(1 -}-d A) und erhalten so das vanierte Formensystem 

%J 








1 + 6A> 



welches aus dem ursprunglichen wegen (44) (s. § 8) durch eine 
Variation < s hervorgeht und darum ein Minimum hat, das sicher 
noch > 1 ist. 

Nun erfullen die ganzen Zahlen u = —p 2 t, v = — pqt -\ f- 1 die 
Relation 

(pqt+l)v — q 2 tu = 1 , 




§ 9. Ausfiilining- besonderer Variationen 
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und wir fliliren an dem System (48) die durcli die Gleicbungen 

X = (p<it+ 1 )* + q-ty + qrtz, 

!/'=(( a? +vy, 

f 

s = z 

gegebene Transformation mit der Determinaute 

P ( lt-r 1 , ft, qrt 


u, 

0 . 


v 

0 


0 = 1 

1 


aus. Die transformierten For men, welche £', £' lieiBen mogen (wo- 

bei £' schon die fiir den Spezialfall (24) charakteristische Gestalt 


r= 


X 


•I at 


hat), und welche nach § 8 dasselbe Minimum > 1 haben, wie die 
Formen (48), variieren wir nun in ahnlicher Weise, wie dies mit den 
ursprunglich gegebenen geschehen ist. Wir bestimmen e, f ahnlich, 
wie vorhin f, It bestimmt wurden, legen sodann eine positive gauze 
Zahl s' derart test, dab 

7 < (49) 

wird, linden weiter zu den Koeffizienten von i[ nach Analogue von 

(46) rationale Naherungszahlen pis', q'js, r/s, wobei wir 0 ein- 

richten, und substituieren m ?/ pjs fiir den Koeffizienten von x 

/ 1 ^ 
r 'l s ' fiir i enen von *' und \ + fiir jenen von y, wobei ( als gauze 

Zahl so gewahlt sei, daB 

r'i-r>0 und zugleicli 7 + ? y t - < O' ( 50 ) 

wird; gleichzeitig, multiplizieren wir £' mit dem aus der soeben er- 

folgten Variation 6 'A derDeterminante sich ergebendenFaktor l/(l-fd'A) 

und erhalten so das folgende variierte Formensvstem von der Deter- 
minante 1 : 


£**= 


x 

P , (/ft 


r **— P ,/ i ( l r t J r 1 > , r , 

1 ~ * x + /Try + * > 


(51) 


b 




1+<TA> 

dessen Minimum immer noch > 1 sein 
system iiben wir die Transformation 

Minkowski, diophant. Approximationen. 


wird. An diesem Forinen- 


2 
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I. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 


rr f 

X = X, 

y"=p'r't’x' + (q'r’t'-\- r' 2 t'z, 

z"= v'y'+ iv z 

aus, wobei wir mit v'= — r/ 2 t', iv = - qr’t’+ 1 der Gleichung 

(qr't'+ 1 )w’~ r'H'v = 1 

Geniige leisten, so daB die Transformationsdeterminante 


1 , 

P >■' t', 

0 , 


0 , 

qrt'+ 1, 


f 9 

r ~t 


wird. Hierdurcb geht das Forinensjstem (51), wenn zur 

qst=t ly r's't'=t 2 
gesetzt wird, in das folgende liber: 


Abkiirzung 




w w 

V = 


¥ W 

IL 

t, > 


(52) 


r- a*"+ Bf+ t^z". 

(Der dritte Koeffizient in uiuB = t x t 2 sein, weil die Determinante 
des Formensystems = 1 ist; die iibrigen zwei Koeffizienten bezeiebnen 
wir kurz mit A, JB.) Dieses Forinensjstem bat dasselbe Minimum 
wie jenes (51), also ein Minimum > 1; dies steht aber im Wider- 
sprucb mit dem Satze IV., iusofern dieser fur den Spezialfall (52) 
bereits bewiesen ist. Hiermit ist die Unzuliissigkeit der Annahme, 
daB das Minimum von £, r h £ die Einbeit iibersteige, dargetan, woraus 
a contrario die Ricbtigkeit des Satzes IV. fur beliebige drei ternare 
lineare Formen mit der Determinante 1 folgt. 


§ 10. Grenzfalle <les Satzes iiber drei lineare ternare Formen. 

Fiir die Anwendungen werden von besonderer Wicbtigkeit die 
Grenzfalle sein, in denen das Minimum der Formen (22) genau 
gleicb 1 und nicbt kleiner ist. Im allo'emeinen werden aucb solcbe 

o o 

ganzzablige Werte der Variabeln existieren, die nicbt alle verscbwinden 
und fiir welche die Betrdge aller drei Formen < 1 werden; ist dies 
aber nicbt der Fall, wofiir wir spater die vollstiindigen Bedingungen 
ableiten werden, so muB, wie sicli zeigen wil'd, namentlicb mindestens 
eine der Formen ganzzablige Koeffizienten baben. 

Ein dem Satze IV. ganz entsprecbender allgemeiner Satz fur 
n lineare Formen mit n Variabeln laBt sicb iibnbcb, wie der Satz I\ ., 
beweisen; docb bietet der weitere Ausbau der soeben erwabnten, auf 



§ 10 . Grenzfalle de* Satzes iiber drei tern are lineare Formen. 
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den Grenzfall des Satzes IV. beziiglichen Ivriterien fur mehr als drei 
Formen erheblicbe Schwierigkeiten dar, die sich mit der Anzahl der 
Formen steigern. 

Dagegen liiBt sic!) eine andere Tatsaehe sehr leiclit fiir n lineare 
Formen mit n Yariabeln beweisen, sobald einmal der zu IV. analo<re 

7 o 

allgetneine Satz feststeht, — diese niiinlich, da6 es stets ganzzahlige 
Werte der 1 arlabel n gilt , die nicht- alle versclueinden mid f iir ivelche 
alle n Fonnen bis auf eine, von von/ herein bdiebig <msgeidihlte , deni 
Bet rage naeli < 1 irerden , diese eine dagegen <T 1 irird. 

Den n bilden wir, mu bei drei Formen zu bleiben, a us den Formen 

Determinante 1 die drei neuen Formen (l-fO-)J, 
£ (l-ftt)“, wobei O' eine willkiirliclio positive Grbfie bedeute, 
so haben die letzteren Formen ebenfalls die Determinante 1, und es 
gibt darum ganzzahlige. von (0, 0, 0) verschiedene Wertesysteme 
(x, y, z), fur welche 

(i+ # )iii^ 1- (1+^)1 n 1^1, .< 1 

und also 

IS! < 1, h:<l, 5:^d + ») 2 (53) 

\ / 

wird. Unter den samtlichen, sicher nur in endlicher Anzahl vorhan- 
denen Wertesystemen, die uberhaupt den Ungleiehungen (53) geniigen, 
greilen wir nun ein solches heruus, welches dem |f| den kleinst- 
moglichen Wert erteilt; das so bestimmte Minimum fiir jf| kann sich 
offenhar bei einem Ubergang zu grbBerem O nicht iindern, hat somit 
den gleicheu Wert fur irgend zwei 0, d. h. es ist von 0 ganz unab- 
hiingig; da es nun stets ^(1-fOr ist, 0 aber beliebig klein an- 
genomraen werden kann, so muB es notwendig 1 se°in. Sonaeh 

gibt es in der Tat mindestens ein von (0,0,0) verschiedenes Werte- 
system (x, y ) z) y fur welches 

. . , 161 < l, v <i, \t ^i 

wird, q. d. e. 




Zweites Kapitel. 

Zalilengitter in zwei Dimensioned 

§ 1. Geometrisclie Darstellung des Zahlengitters. 

Die Gesamtheit aller ganzzahligen Wertesjsteme zweier Yariabeln 
x, y wollen wir das Zalilengitter in zwei Dimcnsionen nennen. Das- 

selbe kann durch ein Parallelkoordinaten- 
system geometrisch dargestellt werden, in- 
dem jedem ganzzahligen Wertepaare (x,y) ein 
Gitterpunkt mit den Koordinaten x, y zugeord- 
net wird (Fig. 5). Das Koordinatensjstem 
kann recht- oder sehiefwinklig angenommen 
werden, auch konnen fiir die Zeichnung 
der Koordinaten parallel den zwei Achsen 
zwei verschiedene und ganz beliebige Mafi- 
stiibe angewandt werden: fur die Darstel- 
lung des Zaklengitters ist dies irrelevant. 
1st in der Koordinatenebene der x } y 
eine begrenzte Figur gegeben, so wollen wir unter dem Inhalt der- 
selben in diesen Koordinaten das auf die Flache der Figur be- 
zogene Doppelintegral 

J -ffdx 

verstehen, wobei das Element des Integrals stets als wesentlich posi¬ 
tive GroBe zu denken ist. 




§ 2. Satz fiber zwei binare lineare Formen. 


Es seien zwei lineare Formen zweier Yariabeln mit beliebigen 
reellen Koeffizienten und mit nicht verschwindender Determinante 
gegeben: 

£ = ax + Py, y = yx + dy, (1) 

A = ccd — (ly =4= 0. (2) 




21 


§ ‘2. Satz iiber zwei biuiire lineare Formen. 


Wir bilden in der Ebene des Zalilengitters der x , y das von den Geraden 

\ = l, £ = — 1, V = 1, V = - 1 

begrenzte, den Nullpunkt zum Mittelpunkt kabende Parallelogramm 
(Fig. 6), dessen Inbalt 


■r-Jj'i'H- - i 


( 3 ) 


betriigt, und denken uns dasselbe vom Nullpunkte 
Richtungen in irgeud einem Ver- 
baltnis / I dilatiert; das neu ent- 
standene, von den Geraden * * * t 

Z-t, Z=* — t, r i = f , n = -t • • K y>/ 

/y yy y 

begrenzte Parallelogramm hat dann • •Jx •y /\ 
den Inhalt / / 

it- • / • 

fj - iL . 

i A . V ^ 


aus nach alien 





Jedem Werte des positiven Para- 

meters t ist ein solcbes Parallelo- , 

Fig. 6. 

gramrn zugeordnet. 

Wire! nun der groBere von den beiden Betrageu g , ij , welche 

einem beliebig vorgegebenen Wertepaare (x,y) entspringen, bzw. ihr 

geraeinsamer Wert (analog, wie in Kap. 1 § 7) mit cp(x,y) bezeiebnet, 

so ist es einleuchtend, daB, je nachdem der Punkt (x, y) innerhalb, auf 

der Begrenzung oder auBerhalb des Parallelogram ms vom Parameter- 
werte t liegt, 

<p(x, IJ ) < t, resp. = t, resp. > t 

seiu wird. 

Die urspriingliche, zum Parameter 1 gehorige Figur bezeichnen 
wir als Eich figur. 

Wir denken uns nun die Eichfigur zuerst durch Verkleinerung 

des t so stark zusammengezogen, daB die resultierende neue Figur 

auBer dem Nullpunkte keinen rveiteren Gitterpunkt enthalt, und dila- 

tieren sodann diese letztere durch koutinuierliche VergroBerung des t 

so lange, bis sie mit ikrer Begrenzung zum ersten Mai an° einen 

Gittei-punkt, etwa P, stoBt (Fig. 6j; es soli dieses fur den Parameter- 

wert t — M gescheben, so daB der Inbalt der zugehorigen Figur M -J 

betragt. Dann ist es klar, daB tp(x,y) im Punkte P den Wert M 

bat und daB dies der kleinste Wert ist, den cp(x, y) fur ganzzahlige 

Werte x, y, ausgenommen fur das System (0, 0), anzunebmen vermag. 
Fiir den Punkt P ist also ° 

|5 <M, r, £M, 
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II. Zahlengitter in zwei Dimensionen. 


wobei in mindestens einer dieser Ungleichungen sicher das Gleieh- 
heitszeicben gilt. Somit ist M niclits anderes, als das Minimum der 
Formen %, rj fur ganzzahlige von 0, 0 verschiedene Werte der Yariabeln 
(vgl. Kap. I § <)• An diese Erkenntnis laBt sich ein neuer Beweis 
des im vorigen Kapitel bewiesenen Satzes fur lineare Formen — 

bier ware es fur zwei Formen — anknupfen; ein solcher wird namlicb 
erbracht sein, sobald gezeigt wird, daB 

Y\K\ 



J’ig. 7. 


ist, und dies werden wir durcli eine einfache geometrische Uber- 
legung erschlieBen. 

Der groBeren Anschaulichkeit lialber empfiehlt es sich fur diese 
Uberleguug die Koordinateuachsen und die MaBstabe auf den Achsen 

so zu wahlen, daB die betrachtete Eicli- 
figur in ein Quadrat ubergeht (Fig. 7). 
AVir ziehen das dem Parameter M ent- 
sprechende, der Eichfigur homothetische 
Quadrat ABCD , auf dessen Kande 
der Gitterpunkt P liegt, im Yerhalt- 
nis 1:2 zu sain men und den ken uns 
das neu entstandene Quadrat, dessen 

Inhalt = J ist, vom Nullpunkte 

aus zu jedem anderen Gitterpunkt als 
Mittelpunkt parallel mit sich selbst 
verschoben. Es ordnen sich dann lauter 
solche Quadrate zunachst kings der beiderseits insUnbegrenzte verlangerten 
Geraden OP an, so zwar, daB je zwei benachbarte an den einander 
zugekehrten Seiten zusammenstoBenj und ahnliche Ziige von Quadraten 
erhalten wir kings weiterer, zu OP paralleler Reihen von Gittcr- 
punkten. Die einzelnen Ziige sind untereinander getrennt; denn wiirde 
etwa das Quadrat um Jl in jenes um 0 hineingreifen, so miiBte der 
Punkt 11 , wie eine einfache Uberleguug zeigt, im Inncren der 
ligur ABCD liegen, was ausgeschlossen ist. Im allgemeinen wer¬ 
den sicb beide genannten Quadrate, um li und um 0, nicht einmal 
beriihren; eine Beriihi-ung wird nur dann eintreten, wenn der Gitter¬ 
punkt li auf der Begrenzung der Figur ABCD liegt. So wird also 
die ganze Ebene von den besagten Quadraten vom Parameter M/2 
jedenfalls nirgends mehrfach iiberdeckt sein; sie kann dabei unter 
Umstanden von diesen Quadraten liickenlos ausgefiillt sein, im all¬ 
gemeinen aber werden zwischen den einzelnen Ziigen unbedeckte 
Zwischenraume bleiben. 

Konstruieren wir nun andererseits um jeden Gitterpunkt als 
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Mittelpunkt das Parallelogramm, dessen Seiten Strecken von den 
Langen 1 parallel zu den Koordinatenacksen vorstellen (Fig. 8). Da 
diese ParaUelogramme die ganze Ebene einfach und luckenlos iiber- 
decken, so kann man schon daraus den SchluB ziehen, daB der Flachen- 

inlialt J eines jeden der vorhin um die Gitterpunkte konstruierten 

Quadrate vom Parameter Mf 2 kleiner, und nur im Grenzfalle der liieken- 

losen Erfiillung der ganzen Ebene ____ 

aucli durcb jene Quadrate gleick T - - , . , K 




(-9M) 


( 9 &) 


Fig. 8 


Fig !' 


ist dem Fliicheninhalt 1 eines 
ParaUelogramme; aus 

jeden 

der 

auf 

(*)*'<> 

bzw. 

(f) 

> 

■ 

</ = 

folgt aber wegen (3): 




*!:<i 
| A | ^ 1 

bzw. 

M- 

Tai 

= 1 

oder 


1 


M <V\A\ 

bzw. 

il/ = 

V A 


( 4 ) 


und biermit ersclieint der dem Satze IV. entsprecbende Satz fur zwei 

bmare lineare Formen mit beliebiger uicht verschwindender Deter- 
minanle bewiesen. 


g 3. Strenge Begriindung der oberen Greuze fur das Minimum. 

Um nocb dieser Schlufiweise einwandfreie Strenge zu verleiben 

wolleu wir jetzt x, y als gewohnliclie rechtwinklige Koordinaten an- 

nebmen und denken uns zunachst ein endliches Stuck aus dem Gitter 

berausgeschnitten, namlich das um den Nullpunkt symmetriscb liegende 
Quadrat mit den Eckpimkten (Q, Q), (-Q, Q), 

(.big. 9), wobei Q eine ganze Zahl bedeute, iiber deren GroBe nocb 
verfugt werden soli, — und konstruieren um die (2Q4-1V innerbalb 












II. Zahlengitter in zwei Dimensionen. 



und auf der Begrenzung dieses Quadrates liegenden Gitterpuukte als 
Mittelpunkte unsere der Eichfigur homothetischen Parallelogramme 
vom Parameter M/2. Die letzteren kommen ins Innere des Quadrates 
mit den Ecken (+D, + D) Z u liegen, mit Ausnakme gewisser, welclie 
fiber die Begrenzung dieses Quadrates hinausragen. Jedes dieser 
Parallelogramme laBt sich nun in ein Quadrat mit demselben Mittel¬ 
punkte einschlieBen, dessen Seiten bzw. zu den Koordinatenachsen 
parallel und von der Lange Mil sind, wobei h den groBten unter 
jenen Werten bedeutet, welclie von den GroBen \x\,\y\ innerhalb und 
auf der Begrenzung der Eichfigur angenommen werden. Die Gesamt- 
heit dieser Quadrate fallt nun vollstandig in ein Quadrat, welches 

fiber die Berandung des Quadrates mit den Ecken (+D,Vd) an 

]\[ ' ' 

jeder Seite um die Breite 2 -h hinausragt und sonach den Flachen- 

inhalt (2D f Mhf hat. In dieses letztere Quadrat fallt also auch 
die durch Konstruktion der Parallelogramme um die Gitterpuukte 
entstandene Figur vollstandig hinein und, da die letztere den Flachen- 

inhalt (2D + l) 2 ^ at > so haben wir: 


(2D + l) 2 (2D + Mhf, 

oder: 



/ V\ 2 

Dn Tj J eine bestimmte endliche GroBe ist, der recbts stehende 

Ausdruck dagegen fur genugend groBes Q der Einheit beliebig nabe 
kommt, so folgfc aus (5) notwendig: 


was zu beweisen war. 


(f)Vsi, 



§ 4. Grenzfalle (les Satzes iiber zwei bin are linoare Formeii. 

Konstruiert man um den Nullpunkt als Mittelpunkt das der Eicb- 
figur bomotbetisclie Parallelogramm mit dem Parameter M f also dera 
Inbalt M 2 J, sodann ein dazu bomotbetiscbes Parallelogramm vom 
Flacheninbalt 4, so sagt die zuletzt gewonnene Ungleicbung, wenn 
man sie in der Form 

M 2 J£ 4 

scbreibt, aus, daB das erstere Parallelogramm ganz im Inneren des 
letzteren liegt oder im auBersten Falle mit ihm zusaramenfallt. Da 
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§ 4. Grenzfalle des Satzes iiber zwei bin are lineare Formen. 


nun das erstere Parallelogramm in seinem Inneren auBer dem Null- 
punkte keinen weiteren Gitterpunkt enthiilt, wokl aber auf seiner Be¬ 
grenzung Gitterpunkte aufweisen muB, so konnen wir das vorhin ge- 
wonnene Resultat (6) auch folgendermaBen aussprechen: 


V. Fin am den Nullpunli als Mittelpunkt hmstruiertes Parallelo- 
gramm vom Flacheninhalt 4 enthiilt immer an fin' dem Mittdpanldr 
nodi iveitere Gitterpunkte. 

Im allgemeinen werden bereits im Inneren des Parallelogramms 

vom Flacheninhalt 4 auBer dem Mittelpunkte noch weitere (jitter- 

1 / 2 

punkte liegen; nur in dem Grenzfalle, wo (~) «/" genau gleich 1 ist 


(und also die beiden linearen Formen (l f nicht gleiehzeitig (lurch ganz- 

/ C CO 


zahlige Werte +0,0 der Variabeln dem Betrage nach <]' A gemaeht 
werden konnen), liegen diese weiteren Gitterpunkte nicht im Inneren, 


sondern auf der Begrenzung des Parallelogramms. 
wie sie sich dabei auf die Begrenzung verteilen. 

C J IJ * 

erkennen. Zuniichst muB jede Seite in ihrem 


Die Art und Weise, 
liiBt sich unschwer 
Inneren mindestens 


einen Gitterpunkt enthalten, denn wiire dies z. B. fur die Seite Ali 



(Fig. 10), also auch fur die gegenuberliegende CD, nicht der Fall, 
so konnten wir diese beiden Seiten in entsprechender Weise parallel 
zu sich selbst aus dem Parallelogramm herausschieben, so daB dabei 
keine neuen Gitterpunkte ins Parallelogramm hereintreten; hierdurch 
wiire aber ein Parallelogramm mit einem Flacheninhalt > 4 gewonnen 
in dessen Innerem sich kein Gitterpunkt auBer dem Mittelpunkte be- 
fiinde, was zu einem Widersprucb mit V. fiihrt. Liegt ferner im Inneren 
einer Seite ein einziger Gitterpunkt, so muB er in der Mitte der Seite 
liegen; denn ware dies nicht der Fall, so konnten wir durch ent- 
sprechende Drehuug dieser Seite um den Gitterpunkt (Fig. 11) und 
der gegeniiberliegenden Seite um den auf ihr befindlichen, zum ersteren 
syrametnsch bezuglieb 0 gelegenen Gitterpunkt wiederum ein Parallelo¬ 
gramm yon einem Flacheninhalt > 4 gewinnen, welches im Inneren 
nnrner noch keinen Gitterpunkt auBer dem Mittelpunkte enthalten 
wuide. Hieraus folgt, daB in unserem Parallelogramm ABCD entweder 








§ 4. Grenzfalle dea Satzes iiber zwei biniire lineare Formen. 



Relation (7) muB also besteheu, wenn das zur Eichfigur bomothetische, 

zum Parameter M gehorige Parallelogramm genau den Inlialt 4 ha ben 

soli; und umgekehrt: bestelit diese Relation, so ist der besagte lnhalt 

tatsachlicb = 4. Ist dies nun der Fall, so liiBt sich das Zablencritter 

' © 

in x ) y durch die Substitution 


welche wegen (7) 


t - P X + r Y, 

, = qX + sY, 

(8) 

X = sx — >•//, 
Y=-qx+py 

(9) 


liefert, in ein Zahlengitter in X, Y iiberfiihren, 
(Pt ( l), (r, s) die Koordinaten X = 1, Y = 0 
balten. Sind ferner 


in dem dann die Punkte 
bzw. X = 0, 1’ = 1 er- 


t = «X + Py, >, = yx + 6y (10,1 

g e rade die Formen, welche = 1 resp. - 1 gesetzt die vier Seiten des 
Parallelogramms A BCD darstellen, wobei wir uns der Einfachheit 
wegen M = 1, also 

ccd — (iy = ± 1 


denken, so fin den wir leicht die Formen Z, H, in welche diese ge- 

gebenen (10) infolge der Transformation (8i ubergehen, indem wir 

blofi beriicksichtigen, daB die Gleichung der Seite ALB (wir setzen 

dmse Zeichen auf £ = 1 oder r? = l) und die Gleichung der Mittellinie 

NL ( i;=0 bzw. | = 0) beide von dem Punkte (A’=l, T=0) befrieduH 
werden mussen. Es ergibt sich: ° 


bzw. 


- = X - a Y, H = ±7 


in) 


- = + Y, H = X — aY, (12) 

worin a eine durch die Substitutionskoeffizienten und die Koeffizienten 
der Formen (10) bestimmte Konstante bedeutet. 

Hiermit zeigt es sich, daB so oft einer von dm besprochenen 
trrmzfallen emintt, noticendig eine ganzzalilige unimodidare Substitution 
existieven mufi, welche die gegebenen Formen (10) in solche (11) oder 

(12) uberfuhrt. Diese notwendige Bedingung der Grenzfalle ist aber 
auch htnreichcnd: denn da die Ungleichuno-en 

!X-aF|<l, |F|<1 

auBer X = 0, Y = 0 keine weitere ganzzahlige Losung besitzen, so 
kann infolgedessen dann das gegebene Parallelogramm vom Inhalt 4 
auBer dem Nullpuukte keinen weiteren Gitterpunkt in seinem Inneren 
entbalten, und es tritt sonach einer der beiden Grenzfalle ein Zu- 
gleich hat man dann wegen (9) und (11) bzw. (12) 
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II. Zahlengitter in zwei Dimensionen. 


± bzw. + | = — qx + py 

und wenn man beriicksichtigt, daB p, q zwei ganze teilerfremde 
Zahlen sind, andererseits die aritbmetische Bedeutung der Grenz- 
falle beachtet, — diese namlich, daB dann die Betrage der Formen 

nicht beide zugleich durcb ganzzablige Werte (x, y), auBer durch 
(0, 0), kleiner als 1 gemacbt werden konnen —, so erhellt die folgende 
Tatsache, eine Erganzuug des Satzes liber zwei lineare Formen: 

VI. Zwei lineare Formen mit zwei Variabeln von der Deter- 
minante 1 "konnen durch ganzzaldige, von (0, 0) verschiedene Werte- 
systeme der Variabeln dann und nur dann nicht beide zugleich deni 
Betrage nach < 1 gemacht icerden, wenn mindestens eine der Formen 
ganzzaJilige teilerfremde Koeffizienten hat . — Daraus ergibt sick ohne 
weiteres die Bedingung fur den analogen Grenzfall bei beliebiger von 0 
verschiedener Determinante A der Formen; diese Bedingung lautet, 

daB die Koeffizienten mindestens einer der Formen die Gestalt —qY\ A|, 

pY A mit ganzzabligen teilerfremden p,q kaben miissen. 

Die bisherigen Betracktungen des zweiten Kapitels lassen sick 
okne weiteres auf den w-dimensionalen Raum Iibertragcen und fuhren 
dann zu einer Verallgemeinerung des kier fur zwei lineare Formen 
bewiesenen Satzes. Nur bietet die Ausdeknung des fur die Grenz- 
falle zuletzt gewonnenen Kriteriums auf beliebig viele Formen erheb- 
liclie Sckwierigkeiten dar. n lineare Formen mit n Variabeln und 
von einer Determinante = + 1 konnen durch ganzzaklige Werte der 
Variabeln, die nickt alle verschwinden, dem Betrage nach samtlick 
^ 1 gemacht werden; soli nun das Minimum des Formensystems 
genau = 1 sein, so vermute ick wokl und ick mochte es als Aufgabe 
stellen, diesen Umstand allgemein zu erweisen, daB dann mindestens 
eine der Formen notwendig ganzzaklige Koeffizienten kaben muB; 
aus dieser einen Bedingung wiirden sick kernack die vollstandigen 
Bedingungen dieses Grenzfalles leickt durch einen SckluB von n — 1 
auf n ergeben. 


§ 5. Allgemeiner Satz iiker konvexe Figuren mit Mittelpunkt. 

Unter einer honvexen Figur wollen wir eine von einem ge- 
scklossenen, sick nirgends durchsetzenden Kurvenzug begrenzte Figur 
versteken, die so beschaffen ist, daB durcli jeden Punkt ikrer Be- 
grenzung mindestens eine Gerade sich ziehen laBt, welcke die Figur 
ganz auf einer Seite laBt. Solcke Geraden sollen Stiitzgeraden der 
Figur heiBen; im allgemeinen werden es Tangenten der Begrenzungs- 
kurve sein; liegt der betreffende Punkt etwa in einem geradliuigen 
Stiick der Begi'enzungskurve, so bestimmt das letztere zugleich die 
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§ 5. Allgemeiner Satz fiber konvexe Figuren mit Mittelpunkt. 


Stutzsrerade fur diesen Punkt; bildet die Kurve in dem Punkte eine 

O 

Spitze, so gehen durch ilm luiendlieli viele Stiitzgeraden ( Fig. 16). 

Falls die konvexe Figur einen 
Punkt besitzt, welcber jede durch 
/ ihn geliende Sehne halbiert, so heiBt 
derselbe Mittelpunkt der Figur. 




Verschiebt man eine konvexe Figur mit Mittelpunkt irgendwie 
parallel zu sich selbst (Fig. 17), so leuchtet es ein, daB das von der 
urspriinglichen und der verschobenen Figur dargestellte Gebilde sym- 
metrisch ist in bezug auf den die Verbindungslinie beider Mittel- 
punkte halbiereiulen Punkt. 

Wir werden den folgenden Satz beweisen, eine Verallgemeinerung 
des Satzes V: 

VII. Jede, lconvcxe Figur mit einem Gitterpimkt ah Mittelpunkt, 
vom Fldcheninhalt 4, ent/uilt aufier dem Mittelpunkte stet.s noch iceitere 
Gitterpunkte. 

Der Beweis liiBt sich ganz analog fiihren, wie im Falle des 
Parallelogramms (§2, § 3), welch letzteres ja nur eine spezielle 
konvexe Figur mit Mittelpunkt ist. 

Wir denken uns die gegebene Figur 
vom Fliicheninhalt 4, deren Mittelpunkt 
im Nullpunkt 0 liegen mag (Fig. 18), 
zuniichst in einem Verhaltnis ^:1 der- 
art zu einer Figur vom Parameter t, 
wie wir dafiir sagen wollen, zusammen- 
gezogen, daB diese letztere auBer dem 

Mittelpunkte keinenweiterenGitterpunkt 

enthalt, und dilatieren hernach diese letz¬ 
tere, indem wir t wachsenlassen, so laime, 

1 • • . ' O / 

bis sie etwa fiir t = M zum erstenmal Fig. is. 

mit ihrer Begrenzung an einen Gitterpunkt, etwa P, stoBt. (Selbst- 
verstandlich stoBt sie dann gleichzeitig an einen zweiten, zu P be- 
ziiglieh 0 symmetrischen Punkt P'.) Die so gewonnene Fio-ur vom 
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Flacheninhalt 4 J/ 2 ziehen wir im Verhaltnis 2 : 1 zusammen, erhalten 
auf diese Weise eine zu ihr homothetische Figur vom Parameter 
M/2 und dem Flacheninhalt M 2 und verschieben nun die letztere 
parallel mit sich selbst vom Nullpunkt aus zu jedem anderen Gitter- 
punkt als Mittelpunkt. Wir betrachten die gegenseitige Lage irgend 
zweier beliebiger unter den Figuren, die wir so erhalten: die eine 
sei die Figur urn 0 als Mittelpunkt; bei der anderen werden wir zu 
unterscheiden haben, ob ihr Mittelpunkt, etwa wie P, sich auf der 
Figur vom Parameter 21 urn den Nullpunkt findet, oder ob er, wie 
z. B. JR, auBerhalb der letzteren Figur fiillt. Im ersteren Falle milssen 
offenbar beide zuvor genannten Figuren den Punkt Q, welcher die 
Verbindungslinie OP ihrer Mittelpunkte halbiert, gemein haben; da 
sie nun nach einer fruheren Bemerkung urn den Punkt Q zueinander 
symmetrisch liegen, so leuchtet es ein, daB sie durch eine diesem 
Punkte zugehorige Stiitzgerade der ersten Figur, die dann auch Stiitz- 
gerade der zwei ten Figur ist, vollstandig getrennt werden, also sicher nicht 
ineinanderdringen. Im anderen Falle seien E , K die Schnittpunkte 
der Begrenzungskurven beider Figuren mit der Verbindungslinie OP 
der Mittelpunkte; dann ist 

OH=KB< 

und es zeigt folglich die Betrachtung paralleler Stiitzgeraden beider 
Figuren in den Punkten H , K } daB die Figuren vollstandig ausein- 
anderliegen. Somit wird durch die Gesamtheit der gezeichneten 
Figuren je von einem Flacheninhalt 21 2 jedenfalls kein Stuck der 
Ebene mehrfach uberdeckt, im allgemeinen nicht einmal die gauze 
Ebene liickenlos erfullt. Konstruiert man nun andererseits um jeden 
Gitterpuukt als Mittelpunkt ein Parallelogramm, dessen Seiten je die 
Liinge 1 haben und zu den Koordinatenachsen parallel sind, wie z. B. 
das Parallelogramm 

— I ^ x <J i 

(Fig. 8), so wird die ganze Ebene von der Gesamtheit dieser Parallelo¬ 
gram me vom Inlmlt 1 einfach und liickenlos uberdeckt. Hieraus 
folgert man: 

2P£ 1, (13) 

und dieser SchluB laBfc sich in genau derselben Weise streng be- 
grlinden, wie dies in § 4 fur den Fall eines Parallelogramms ge- 
schehen ist. Aus der Ungleichung (13) folgt nun, daB die Figur 
vom Parameter 21 hochstens den Flacheninhalt 4 hat, also innerhalb 
der gegebenen Figur vom Flacheninhalt 4 liegen muB oder auBersten- 
falls mit ihr zusammenfallt, woraus dann unmittelbar die Richtigkeit 
des Satzes VII einleuchtet. 
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§ 6. Das Produkt zweier binarer linearer Fonnen. 

Jndem wir zu den Anwendungen der gewonnenen Siitze ttber- 
gehen, betrachten wir ein Produkt von zwei binaren linearen Fonnen: 


wobei wir 


hj = («-c + Pu) (yx+di/), 
((d — (iy = 1 


(14) 

(15) 

annehmen. Lin solehes Produkt stellt eine biuiire indefinite quadra- 
tische Form in den Variabeln r,y mit der Determinant® - J dar. Da 
namlicdi Jr/ nnd (ax + /hj) (yx + dy) wegen (15) algebraiscli-aqui- 
valente Formen sind, so ist die Determinante von (ax -j- \hj) (yx -f dy) 
gieich jener von also == — -{. 

Setzen wir 




n = c 




c. 


(16) 


woiin c eine Konstante bedeutet, (iber die nocli verfi'igt werden soil, 
so stellen diese Gleicliungen im Koordinatensystem i t, >;), welches wil¬ 
der Anschaulichkeit halber 
als reclitwinklig annelimen 
konnen *) (Fig. 19), zwei 
gleicliseitige Hyperbeln dar, 
welche dieKoordinatenachsen 
zu Asymptoten haben und 
eine kreuzfdrmige, bezuglich 
jederderAchsen symmetrisclie 
Figur einschlieBeu. Legt man 
in einem beliebigen Punkte 

o 

P = (% 0 , *} 0 ) eines der vier 
Ilyperbelaste eine Tangente 
APB an den Ast und sym- 
metrisch dazu Tangenten an 
die drei ttbrigen Aste, so 


schlieBen die vier Tangenten 



Fig. 19. 


ein Parallelogram in ein, 

welches fur die gegebenen Hyperbeln einen bestimmten, bei der 

\ anation der Tangenten konstant bleibenden Inhalt hat. Wir wollen 

nun die Konstante c so bestimmen, daB dieser Fliicheninhalt =4 wird. 
Da fur den letzteren wegen (15) 


Jj'dxdy —Jf(l%drj 


MaBBtabe'nnf 1 ^ ^ K o°rdinaten S ystem 8 (*, ,j) und iiber die 

- nubtabe aui den Achscn entsprechend verfugen. 
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gilt, so kann derselbe =2 OA- OB gesetzt werden; nun ist 


folglich 


AP = PB 

OA = 2g 0> OB = 2 Vo - 


daher ist der gesuehte Inhalt mit Rucksicht auf (16) gleich 8 c und 
es ist also 


zu nehmen. 

Wir werden im folgenden jene Gitterpimkte in Betracht ziehen, 
welche fur c = \ innerhalb der von den vier Hyperbeliisten begrenzten 
Figur liegen, deren Koordinaten also alle ganzzabligen Losungen der 
Ungleicbung 

| («x + py) (yx + dy)\<\ (17) 

darstellen. Ziebt man dureb einen Gitterpunkt {x, y), der vom 
Null pun kte verschieden sein soli, vom letzteren aus einen Strahl, 
so wird dieser Strabl moglicberweise nocb andere, innerbalb der be- 
sagten Figur gelegene Gitterpunkte entbalten; jedenfalls wird es 
darunter einen dem Nullpunkte nacbsten geben, etwa (p, q) y und 
es ist klar, daB die Koordinaten desselben zueinander teilerfremde 
Zablen sein werden und dureb Verdoppelung, Yerdreifacbung usf. 
derselben sicb die Koordinaten der weiteren, auf dem namlichen 
Strable befindlicben Gitterpunkte ergeben: (2p, 2q), (3 p, 3 q), usf. bis 
zu {x,y). Gitterpunkte ( p,q) mit teilerfremden Koordinaten, welcbe 
die Ungleicbung (17) befriedigen, wollen wir primitive Losunyen dieser 
Ungleicbung nennen. So werden sicb alle Gitterpunkte der genannten 
Figur auf Strablen, die dureb den Nullpunkt geben, anordnen lassen, 
und unsere Betracbtung wird sicb dann bloB auf die primitiven 
Losungen von (17) besebriinken konnen. Die letzteren werden in 
einer bestimmten, geometriscb sebr anscbaulicben Weise zu ermitteln 
sein, niimlicb mit Hilfe einer Tangente, welcbe Kings eines Hyperbel- 
astes gleitend, nach und nacb alle primitiven Losungen bervor- 
treten laBt. 

Um dies einzuseben, miissen wir zuerst die Verteilung der Gitter¬ 
punkte in einem Parallelogramm vom Fliicbeninhalt 4 studieren. 


§ 7. Verteilung der Gitterpunkte in einem Parallelogramm 

vom Inlialt 4. 

Es sei ein solcbes Parallelogramm um den Nullpunkt 0 als 
Mittelpunkt gegeben. Es kann zunaebst vorkommen, daB dasselbe 
nur Gitterpunkte entbiilt, die auf einer einzigen dureb den Nullpunkt 
gehenden Geraden liegen, daher in beliebiger Anzabl vorhanden sein 
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konnen (z. B., wenn das Parallelogramm geniigend lang in der Rich- 
tung einer der Achsen ist, Fig. 20). Gibt es zweitens im Parallelo- 
gramm Gitterpunkte, die auf zwei verschiedenen Strahlen vom Null- 
punkt aus liegen, so sei A = (p, q) ein solcher Gitterpunkt auf dem 
emen,2?=(r, s) eiu solcher auf dem andereu 
Strahl, wobei die Bezeichnungen so gewiihlt 
werden konnen, daB 

ps — qr> 0 


(r,s) 






Fig. 2U. 

ausfallt. Dann ist es klar, daB das von diesen Punkten und den dazu 
bezughch 0 symmetrischen, C-(-p,- s ), D-(-r,-«), als Eeken 
gebUdete Parallelogramm ganz in dem gegebenen liegen muB, und da 
es den Inhalt 2 (ps-qr) hat, so folgt hieraus notwendig: 

pi — qr ^ 2. 

Diese Ungleichung kann, da ps - qr eine ganze Zahl ist, nur so be- 
stehen, daB 

entweder ps — qr — 2 oder ps — qr = 1 (18) 

ist, und diese zwei Fiille werden nun zu unterscheiden sein. 

Im ersteren Falle hat das von den vier bezeichneten Punkten 
gebildete ParaUelogramm genau den Inhalt 4; dies ist nur so mog- 
hch, daB diese Punkte mit den Ecken des gegebenen Parallelogramms 
bzw. zusammenfallen. Gibt es nun im Inneren des letzteren keine 
Gitterpunkte auBer dem Nullpunkte, dann liegt offenbar der erste 
von den im § 4 besprochenen Grenzfallen vor, und es werden sonach 
neben den Ecken des Parallelogramms auch die Mittelpunkte seiner 
oeiten (Pig. 21), E, F, G, H, Gitterpimkte sein. 

Urn diese Umstiinde weiter arithmetisch auszulegen, identifizieren 
wir OAB mit dem gleiehbezeichneten Dreieck vom Inhalt 1 in der 
*igur 19 und transformieren das Koordinatensystem der x, y durch 
eme ganzzahlige lineare Substitution von der Determinante 1 derart 
daB die Mittelpunkte zweier anstoBender Seiten des Parallelogramms’ 
etwa E, F, im neuen System X, Y die Koordinaten 1,0 re°sn 0 1 

\f; ~ u -.* * / 


Minkowski, diopliant. Approximationen. 


3 
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erhalten. Dann miissen die Gleichungen der Diagonalen in die folgen- 
den iibergehen: 

X-Y = 0, X+Y= 0, 

und es sind sonach 

1 = q{X~Y), v = a(X+Y) 

die transformierten Ausdriicke von §, r;, wobei p, a positiv sind und 
zum Produkt £ ergeben miissen, weil der Wert 1 der Determinante 
der Formen §,?? durch unsere Substitution nicbt geandert wird; im 
iibrigen bleibt etwa p beliebig. Die Form %y\ geht dann in die Form 
- 5 -(A 2 — Y 2 ) liber. LaBt sich umgekekrt Zy durch eine ganzzahlige 
Substitution von der Determinante 1 in £(X 2 —F 2 ) transformieren, — 
wir bezeichnen dieses Verhalten als aritkmetische Aquivalenz der 
beiden Formen —, so entsprechen ganzzahligen Losungen der Un- 
gleichung 

ganzzahlige Losungen der folgenden: 

*l(x-r)(x+r)|£* ; 

die letztere hat aber aufier (0, 0) nur noch die folgenden acht pri- 
mitiven ganzzahligen Losungen: 

(± 0 ), ( 0 , ± 1 )) (± 1 ; ± !)• 

In diesem Fall enthiilt also der von den vier Hyperbelasten ein- 
geschlossene Bereich auf den beiden Achsen unendlich viele Gitter- 
punkte, auBerhalb derselben dagegen nur vier Gitterpunkte, die auf 
den Hyperbelasten symmetrisch liegen und fiir welch e \\r\ ' genau 
= F wird. 

Nehmen wir jetzt an, es sei zwar ps — qr = 2, es liege aber noch 
im Inneren des Parallelogramms ABCD ein vom Nullpunkte verschie- 
dener Gitterpunkt (/, s') und zwar etwa im Quadranten A OB und 
nicht auf der Strecke OA, dann zeigt es sich ebenso, wie vorhin 
entsprechend fur die Punkte (p, q), (r, s), daB ps'— qr'= 1 sein muB*), 
also das von den Punkten 

(P, l), (— p, —q), s') 

gebildete Parallelogramm dem Inlialte nach die Halfte des gegebenen 
betragt, und hieraus geht auf Grund einer einfachen geometrischen 
Uberlegung hervor, daB der Punkt (r' f s') notwendig auf der Geraden 
EF liegt; wiirde nun (/,$') nicht auf OB fallen, so wiirde analog 
einzusehen sein, daB dieser Punkt auf der Geraden HE liegen, somit 
in E fallen miiBte, was ein Widerspruch gegen die Voraussetzung be- 

*) Die Eventualitat ps' — qr' = 2 isfc von vornherein ausgescklossen, da 
der Punkt (?•', s') im Inneren des gegebenen Parallelogramms liegen soil. 
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tretfs (r\ s') ware. Also kann nur r = 2 r\ s = 2s sein. Alsdann geht 
durch die unimodulare ganzzahlige Substitution 

x = pX + r'Y, y — (j X s' Y 

in XI iiber, und die Ungleichung | i; j ^ hat nur die vier prirni- 
tiven ganzzahligen Losungen (X, Y) = (± 1,0), (0, ± 1). 

Nehmen wir andererseits an, dab nicht nlle vier Eden dcs ye- 
r/ebenen ParaUeloyramms torn Inherit 4 Gitterpunlde sind, so haben wir 
notwendig 

ps - qr = 1. (19) 

V\ ir wenden alsdann auf das Zahlengitter der x, y die Substitution 

j: = pX -f- r \, y — ij X -j- sY 

an, wo durch die Punkte u, y) = (p, q) ) (r, s) bzw. in die Punkte 

(X, Y) = ( 1 , 0 ), (0, 1 ) ubergelien. Sollten dann aufier den fttnf Gitter- 

punkten (X, Y) = (0, 0;, (± 1,0), (0, ± 1 > noch weitere zwei, etwa 

Q)> < ~ ~ Q) bn Parallelogramm liegen, so kann hierbei jede 

der Determinanten 

P ' 1 =-(, p ' 0 _ P 

Q, o v ' (j, i - 1 

jedenfalls nur einen von den YVerten 0 , + 1 , 1 haben; da jedoch 

die Kombinationen (P = ± 1 , Q = 0) und (P = 0, Q = + 1 ) bereits 
vertreten sind, so kommen nur die vier (P = + 1, Q = 4 - 1 \ in g e _ 

tracht; nehmen wir nun an, es liege von den letzteren etwa der 

Puukt (—1,1) und hiermit auch ( 1 ,- 1 ) im Parallelogramm, so 
konnen dann die Punkte ( 1 , 1 ), (- 1 ,- 1 ) nicht mehr im Parallelo- 
gramm liegen, weil sonst aus den zwei Punkten ( 1 ,— 1 ), ( 1 , 1 ) die 

Determmante _ \ j =2 hervorginge, was unseren Voraussetzmigen 
nicht entspricht. 

Somit liegen im gegebenen Parallelogramm, in dem jetzt uuter- 
suehten halle, auBer dem Mittelpunkt entweder 4 oder 6 Gitterpunkte- 
weitere Eventualitaten gibt es nicht. P ’ 

p noch bei Ei ntritt der zweiten Eventualitat die Lage des 

Parallelogramms zu den 6 Gitterpunkten zu erkennen, fragen wir nach 
den an Machenmhalt kleinsten Parallelogrammen unter alien die das 
Sechseck jener Gitterpunkte in sich schlieBen. Man erkennt zuMcht 
daB wenn in einem solehen kleinsten Parallelogramm intend eine’ 

soli die If, eiDeU f e T ge " Eck l ,ul)kt ganzen Sechseck enthalten 
soli diesei notwendig , n der Mitte der Seite liegen muB- denn 

und de " T \ ■ Dl ' el ‘ Un " 0 d,e ser Seite urn den bezeichneten’ Punkt 

i-» kl d „ i.w, „, s « rkle t e ; “X 

(Iig. 22 ). Es erhellt sodann, daB die Verbindungslinie der beiden 


* 


n 
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besagten Punkte Mittellinie des Parallelogramms sein wird, und kier- 
aus folgt, daB des letzteren iibrige zwei Seiten mit zwei Seiten des 
Secksecks zusammenfallen miissen (Fig. 23). Daneben bleibt nur noch 
die Moglickkeit besteken, daB alle vier Seiten des Parallelogramms 
mit vier Seiten des Secksecks bzw. zusammenfallen, was nur in der 
auf big. 24 dargestellten Weise gescheken kann. Dies sind die einzigen 
Falle, in denen der Inkalt unseres Parallelogramms einen minimalen 
Wert kaben kann, und da derselbe in diesen Fallen offenbar 4 be- 
tragt, so sind kiermit iiberkaupt diejenigen Parallelogramme vom In¬ 
kalt 4 gefunden, welcke ein Seckseck von Gitterpunkten entkalten. Da 
nun das zweite, der Fig. 24 entspreckende Parallelogramm offenbar 




auck seine iibrigen zwei Ecken zu Gitterpunkten kat, also zu dem 
sckon friiker abgekandelten Falle gekort, so bleibt die auf Fig. 23 dar- 
gestellte Lage als die bier einzig moglicke besteken. 

§ 8. Eigenschaften der Losnngen von |§^|<£. 

Wir kekren nun zur Betracktung samtlicker Parallelogramme 
vom Flackeninkalt 4 zur(ick, die den Nullpunkt zum Mittelpunkt und 
die zwei Geraden 

£ = ax + (iy = 0 , 7] = yx + dy = 0 — 1 ) ( 20 ) 

zu Diagonalen kaben, also von den zwei Hyperbeln 

Z 7 ] = ± i 

eingeschlossen werden. Dabei scklieBen wir die sckon vorker er- 
ledigten Fiille aus, daB die Form %r] in den Variabeln x,y sei es mit 
der Form XY, sei es mit der Form £(X 2 — Y 2 ) aritkmetisck aqui- 
valent ist. 

Sind 2p, 2a die Langen der auf der £- bzw. ^-Ackse gelegenen 
kalben Diagonalen eines solcken Parallelogramms, wobei qo = % ist, 
so sind 

| , A-J.1 J_1=4-1 

2 q ^ 2 6 2 Q 2 o ± 

die Gleickungen der vier Seiten dieses Parallelogramms, und mit Ruck- 
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siclit darauf kann man das Innere und die Begrenzung dieses letzteren 
durch die Uugleichung 

' 1 ! ' " " ’ ( 21 ) 


+ 




< 1 


i 2g | 1 2d = 

definieren. 

Den Ergebnissen des § 7 zufolge wird ein jedes der in 
stehenden Parallelogramme im allgemeinen entweder nur ein 
entgegengesetzter primitiver Losungen der Uugleichung 

i 


Rede 

Paar 


ij < i 


(*> 2 ) 

und daun beliebig viole iiquidistante Gitterpunkte auf einer Geraden 
durch den Nullpunkt oder zivei Paare entgegengesetzter primitiver 
Losungen und dann ausschlieBlich diese vier Gitterpunkte (auBer 0) 
enthalten; endlich kann nock der besondere Fall eintreten, dafi seeks 
Gitterpunkte (auBer 0) im Parallelogramm liegen, und zwar alle auf der 
Begrenzung desselben; da aber im letzteren Falle zwei von den Gitter- 
punkten in den Mitten zweier gegeniiberliegender Seiten des Parallelo- 
gramms, also auf zwei Hyperbelasten liegen und daher die Gleichung 

iv =i ( 23 ) 

\ / 

erfullen, die ubrigen vier dagegen sicherlich im Inneren der von den 
vier Hyperbelasten begrenzten Figur enthalten sind, also der Un- 
gleichung ( 22 ) genugen, so gibt es im Parallelogramm auch in diesem 
Falle blofi zwei primitive Losungspaare von ( 22 ). 

Wir zeigen nun andererseits, daB zu jeder primitivm Losung (p, q ) 

von (22) sick ein Parallelogramm (21) Iconstmieren Icifit, welches aufier 
dem Kullpunite nur die zwei Gitterpunkte (p, q), (- p> _ q ) un g ]- elne 

wetteren enthdlt. Wir legen zu diesem Behufe durch den Punkt 
(p,<j) = A, welcher etwa im positiven \, q- Quadranten und, wie wir 
der Einfachheit wegen annehmen wollen, weder auf der noch auf 
der Achse liege, eine Tangente an den in demselben Quadranten be- 
findhehen Hyperbelast, und zwar etwa jene von den beiden moglichen 
Tangenten, deren Beruhrungspunkt die kleinere Abszisse hat. Durch 
die Spiegelungen der konstruierten Tangente an den Achsen geht 
ein Parallelogramm vom Inhalt 4 hervor, welches auBer (p q) und 
~ 2 ) sicherlich noch weitere vom Nullpunkte verschiedene 
(jitterpunkte enthalten wird. Liegen dieselben alle auf der Begrenzun" 
des Parallelogramms, so tritt, weil die Aquivalenz der Form in 
x,y mit j-(X 2 -Y 2 ) ausgeschlossen wurde, notwendig der zu Ende 
des § 7 besprochene FaU von sechs Gitterpunkten ein, welche als- 
dann die auf Fig. 2o dargestellte Lage haben und wobei die durch A 
lauiende beite noch einen zweiten Gitterpunkt, B, enthalt Liegt dagegen 
em von A verschiedener Gitterpunkt, etwa M = £, Inneren des 
elogramms, so enthalt dieses letztere auBer dem Nullpunkte not- 
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wendig nur die vier Gitterpunkte: (p, q), (~p, — q) f (r, s ), (— r, —s) und 
keine weiteren (Fig. 26). Zerfallt man dann das Parallelogramm durch 
Konstruktion der zu den Seiten parallelen Mittellinien in vier Qua¬ 
dranten, so sieht man leicht ein, daB A und B nicht in einem und 
demselben Quadranten liegen konnen (und eo ipso auch niclit in zwei 
gegeniiberliegenden Quadranten): denn es wiirde sonst auch der Punkt 
(p — r, q — s) in das Parallelogramm fallen, dieses also mehr als vier 
Gitterpunkte (auBer 0) enthalten, die nicht alle auf seiner Begrenzung 

lagen, was ausgeschlossen ist. Daher wird jedenfalls der Quotient |- 
fur B kleiner als fur A ausfallen: 



Fig. *25. Fig. 26. 


Ziekt man nun durch A die andere Tangente an den namlichen 
Hyperbelast, so erhellt aus denselben Griinden, wie vorhin, daB das 
zugehorige Tangentenparallelogramm auBer (p, q) noch eine Losung 
von (22), etwa (r, s') = B, enthalten wird, welche sodann von (jp, q) 
wiederum durch eine Mittellinie des neuen Parallelogramms getrennt 
sein wird, so daB sicher 

! £l ^ £| 

\r\ A T[ B’ 

ist. 

Wir lassen nun die eine der durch A gezogenen Tangenten, AW, 
gegen die andere, AE', hin an der Hyperbel kontinuierlich gleiten, 
bis sie mit AE' zusammenfallt. Der Punkt A bleibt dann fort- 
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wlilirend im Inneren des Dreiecks liegen, welches von den Achsen 
und der bewegliehen Tangerine gebildet wird; folglich kann dabei 
gleiehzeitig mit B weder B' noch sonst ein anderer Gitterpunkt, der 
vom Nullpunkte 0 und den zu A, B bezliglieh 0 symmetrischen 
Punkten verschieden ware, sich im Parallelogramm vorfinden, und es 
ist somit klar, dab in einem bestimmten Memento der Punkt B aus 
dem Parallelogramm heraustreten und nacliher noch eine Zeitlang weder 
B noch ein sonstiger neuer Gitterpunkt sicli im Parallelogramm be- 
tinden wird. Die besagte Tangente wird somit wahrend ihrer Bewegung 
siekerlich auch in solche Lagen kommen, bei denen das zugehorige 
Parallelogramm auBer (0,0), (p, q), (—p,—q) keine weiteren Gitter- 
punkte enthiilt, was zu beweiseu war. 


§ 9. Die Kette der primitiven Losungen. 

Es ist nun leiclit zu zeigen, dab es keine primitive Losung der 
Ungleichung (22) geben kann, deren zugehoriger Betrag von der 




Grobe nach zwiseken den Betragen 


und 


g 

$ 


liige. 


' n a ' i n a 

Denn angenommen, C = (x, ij) ware eine solche Losung, so seien 
(B) und (C) diejenigen Punkte im positiven S, ^-Quadranten, welche 
mit B bzw. C in den Betragen j£|, |^| ubereinstimmon, also B bzw. C 
selbst oder Spiegelbilder davon an den Achsen oder dem Punkte 0 
vorstellen; die Annahme bedeutet, dab (C) im Winkelraume A 0(B) 
der von 0 durch A und (B) gezogenen Strahlen liege. Dann 
liebe sich dem soeben Bewiesenen zufolge eine Tangente an den 
Hyperbelast im ersten (Juadranten konstruieren, welche den Punkt (C) 
auf der Seite des Nullpunktes, dagegen A und ( B) auf der anderen 
Seite liegen laBt, — und dies 
wiirde jedenfalls erfordern, dab (C ) 
innerhalb des Dreiecks OA(l}) 
sich befinde. Alsdann aber wiirde 
eines der beiden Tangentenparal- 
lelogramme, welche aus den zwei 
Tangenten durch A bzw. hervor- 
geken, alle drei Punkte A, B, C 
und die dazu beziiglich 0 symme¬ 
trischen enthalten, und zwar nicht 
alle auf der Begrenzung, was aus- 
geschlossen ist. 

Iliermit ist in der bewegliehen Tangente am Hyperbelaste |r/ = ^, 
^>0, ein Mittel gewonnen, alle primitiven Losungen (x, y) der Un¬ 
gleichung (22), fur die ry 0 ist, durch aufeinanderfolgende Absonderung 



Fig. 27. 
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je einer von lhnen in ganz bestimmter Anordnung hervortreten zu 
assen. Man liifit die Tangente, von either bestimmten Lage derselben 
ausgebend, einnaal in der emen, ein anderes Mai in der anderen Rieb- 
tung an deni Hyperbelaste ins Unendlicbe fortgleiten, konstruiert 
bestandig das Spiegelbild der Tangente an der , 7 -Achse und gewinnt 
eme Kette der uber der S-Achse gelegenen primitiven Losungen A 
von (22), ausgebend von einer beliebigen solchen Losung A 0 , wobei 
die Reihenfolge der Losungen durcb eine der Ungleicbungen 


i 

A > 

1 

, bzw. 

V > 

! v 

V 

A y. 

n 

w 1 

i \a» 

1 




x-l 


(26) 

gekennzeichnet wird, je nachdem die Kette in der einen oder anderen 
Richtung durchlaufen wird, unter A x , A y+1 bzw. A y , A y _ t zwei be- 
nachbarte Glieder der Kette verstanden. Dieses Gesetz der Anordnung 
liifit sich nocb scharfer fassen: legt man niimlich durch den Punkt 
A x jene von den zwei in Betracbt kommenden Tangenten, deren zu- 
gehoriges Parallelogramm den folgenden Punkt A y + 1 enthiilt, so 
mussen A y und A y+1 , wie wir gesehen haben, in zwei anstoBenden 
von den vier Quadranten, in welche das genannte Parallelogramm 
durcb Konstruktion der Mittellinien zerfallt, zu liegen kommen 
(Fig. 28), woraus dann notwendig 


l6k>l6Ur + i (27) 

folgt, und in ganz entsprechender Weise ergibt sicb, wenn man hier 
die Rollen von A y und A y+1 vertauscht: 

hUr<bk + i- (28) 

Es ordnen sich somit die primitiven Losungen von (22) durch unser 
Verfahren in der Weise an , dafi \ | fortivahrend abnimmt und | rj | fort- 
wdhrend wcichst, oder umgekelirt, und zivar je nach dem Bewegungssinne 
der Tangente. Fur zwei aufeinanderfolgende primitive Losungen A y) 
A y+1 hat dabei das Dr deck OA y A y+1 jedesmal, sei es mit positivem , 
sei es mit negativem Umlaufssinne, den Fldcheninhalt 


§ 10. Ketten mit Elide. 

Wofern keine der Achsen vom Nullpunkte verschiedene Gitter- 
punkte enthalt, wird die Kette der primitiven Losungen von (22) 
sicb nacb beiden Ricbtungen ins Unendlicbe erstrecken. Anders ist 
es, wenn aucb auf einer oder auf beiden Acbsen sich Gitterpunkte 
befinden, und diese Grenzfalle wollen wir jetzt betrachten. 

Es mogen etwa auf der £-Achse Gitterpunkte vorhanden sein 
und A 0 sei der nacb der positiven Seite dem Nullpunkte nachste unter 
ibnen. Wir konnen unter Zulassung einer entspreckenden ganzzabligen 
unimodularen Transformation der Variabeln annebmen, daB A 0 die 



§ 10. Ketten mit Ende. 
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Koordinaten 1,0 hat. 
i] = 0 liegt (vgl. ( 20 ))’: 

und in der Folge 


Dann ergibt sich, 
y = 0 


da A 0 auf der Geraden 


a = 


woraus 


6 9 

] (x + pdy), rj 


= 8y 


hervorgeht, nnd da es 
so konnen wir 6 = 1 


hier bloB auf die Werte von ankommt, 
annehmen, worauf sich die beiden Formen, 



4 


hinaus, daB in der urspriinglich gegebenen Form 17 die Koeffizienten 
ein rationales Verlialtnis haben. 

Legen wir nun durch den Punkt A 0 jene Tangente an die Hyperbel 
ty = i, deren Beriihrungspunkt im Endlichen liegt (Fig. 29), so ent- 
hiilt das zugehorige Tangentenparallelogramm vom Inhalt 4 eine 
weitere primitive Losung A, oberhalb der |-Achse und es gibt dann 
keinen Gitterpunkt C, wofiir 



ware, was genau in der Art von § 9 zu beweisen ist. Ziehen wir 
hernach durch (A,) diejenige Tangente an = £, welche einen Be- 
ruhrungspunkt mit grbBerem | \ | aufweist, so enthalt das zugehorige 
Tangentenparallelogramm den Punkt A 0 , und wenn wir dann die letzt- 
genannte Tangente entlang der Hyperbel in der Richtung der wach- 
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sen den 11 gleiten lassen, so wird im gleichzeitig variierten Parallelo- 
gramm fortan nur noeh die einzige primitive Losung A 0 enthalten 
sein, denn eine weitere C muBte jedenfalls der Ungleichung (30) ge- 
niigen, was nicht moglich ist. 

Somit ersclieint im vovhegenden Grenzfcdle die Kette dev primitiven 
Losungen von (22) nach der Richtung der ivachsenden |£| im Punkte A 0 
abgebrochen und ivir haben in A 0 eine erste Losung , von welcher die 
Kette angeJit. 

Von da aus kann sick die Kette in der Richtung der abnehmen- 
den | £ | ins Unendliche erstrecken oder aber aucb nacb dieser Richtung 
abbrechen. Letzteres wird namlich dann und nur dann der Fall sein, 
wenn aucb die ^-Ackse Gitterpunkte enthalt, also die Gleichung 
£ = x ciy = 0 vom Nullpunkte verscbiedene ganzzablige Losungen 
besitzt, wozu es sicbtlicb notwendig und hinreichend ist, dafi a eine 
rationale GroBe ist. Ist dagegen a irrational, so ist die Kette nacb 
der besagten Richtung endlos. 

Dieser Fall rj = y bietet ein besonderes arithmetisches Interesse 
dar. Man erkennt namlich, daB die sicb in diesem Falle ergebende 
Kette der primitiven Losungen (x, y) von \'irj\ = (x — ay)y\ < \ in 
den GroBen x/y die fortlaufenden Naherungsbriiche eines Kettenbruchs 
fur a liefert, welcher unter den samtlicken moglicben Kettenbriichen 
fur a am schnellsten konvergiert.*) 

§ 11. Nichthomogene zerlegbare qnadratische Ausdrucke. 

Wir wollen jetzt nicbtbomogene zerlegbare quadratiscbe Aus¬ 
drucke von der Gestalt 

(£—Zo)(v—Vo) = + Py ~^(v x + s v - %) (3i) 

betracbten, wozu wesentlich andere Uberlegungen als bei den bomo- 
genen Ausdriicken erforderlich sind. Die wicbtigste Anwendung der 
Untersuchung, die sicb an solcbe Formen kniipfen wird, beziebt sich 
auf die Frage nacb der Annabenmg eines Ausdrucks x — ay — b, 
worin a, b beliebige reelle GroBen bedeuten, mittels rationaler ganzer 
x, y an die Null. Die ersten diesen Gegenstand betreffenden Satze 
stellte Tscbebjscbew auf**), indem er die Existenz ganzzabliger 
Losungen (x t y) der Ungleichung 

2 

I x — ay — b < ~r 

_ 1 9 • |y| 

*) Dariiber vgl. Minkowski, Uber die Annaherung an eine reelle GroBe 
durck rationale Zahlen. Math. Ann. Bd. L1V S. 91 ff. 

**) Ob odnom arifmeticeskom woprosje. (tiber eine arithmetische f Frage.) 
Denksehr. d. Petersb. Akad. Bd. X. 1866. (Auch in franz. Ubers. in den „Oeuvres 
de P. L. Tchebychef“, hgg. v. Markow u. Sonin. Bd. 1. S. 637ff.) 


§11. Nichthomogene zerlegbare quadratUche Ausdriicke. 
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nachwies und solche Losungen mit Hilfe je zweier sukzessiver Niihe- 
rungswerte des fiir a zu bildenden Kettenbrucks autstellte. Hermite 
ging auf die Tschebyschewschen Satze ein*) und gab einen zweiten 
Beweis derselben, welcher sich aui einen Hilissatz iiber definite ter- 
niire ([uadratische Formen stutzt und zu einer etwas scharferen An- 
niikerung, als die Tsckeb vsckewscke, fiihrt. 

n' %> 

Wir werden ira folgenden dureh georaetrische Behandlung des 
Problems nicht nur zu einem allgemeineren Kesultate, als deni von 
Tsckebyschew angegebenen, gelangen, sondern auch die Anniiherung 
der fraglicken Ausdriicke an Null erkeblich verschiirfen. W ir zieben 

O 

statt der speziellen quadratischen Verbindung (x — ay — b)y die allge- 
meinere (31 ) in Betracht und werden beweisen, daB zu derselben sicli 
immer gauze Zahlen x , y derart angeben lassen, daB 

< 1 (32) 


(5—— 7 /o) 

wird; dabei konnen die betrefienden Zahlen x , y unter Umstanden 
aueh beide gleicli Null sein. Es wird sick ferner zeigen, daB das 
Gleichkeitszeicken hier nur in dem Falle erforderlich ist, wo der Aus- 
druck (£— (v — r} 0 ) in den Variabeln x, y mit dem Ausdriicke 
(X — -J-)( Y — |) arithmetiscli aquivalent ist. 

Zunachst soil die Idee der geometriscken Metkode, die uns zu 
dieser Erkenntnis fiihren wird, auseinandergesetzt werden. 

Es sei eine konvexe Eickfigur vom Iukalt J ura den Nullpunkt 
als Mittelpunkt gegeben; sie soli so klein sein, daB, wenn sie von da 
aus zu jedem anderen Gitterpunkt als Mittelpunkt parallel mit sick 
selbst versckoben wird, alle so entstekenden Figuren auseinanderliegen 
(Fig. 30). Diese letzteren deknen wir in der bereits wiederholt an* 
gewaiidten Weise in einem kontinuierlich 
wachsenden Dilatationsverkaltnis t von 
ikren Mittelpunkten so lange aus, bis sie 
zum erstenmal zusammenstoBen; die neu 
gewonnenen Figuren entsprechen sodann, 
der im § 2 eingefukrten Bezeicknung ge- 
miiB, dem Parameter t = M/2 und jede von 
iknen kat den Flacheninhalt M 2 J I 4. Da¬ 
bei werden im allgemeinen zwiscken den 
einzelnen Figuren nock Liicken vorkanden 
sein. Nun deknen wir die Figuren weiter 
aus, bis sie bei einem bestimmten anderen 
Werte des Parameters, etwa t = N/2 (und 



■) Sur uno extension donnee a la theorie des fractions continues par 
M. Tchebychef. Crelles Journ. Bd. 88. 1880. 
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also dem Flacheninhalt W/4 jeder einzelnen Figur), keine Liicken mehr 
lassen, sondern die ganze Ebene voUstandig und mindestens einfach 
iiberdecken. Dieser Zustand mufi sichtlicb dann bereits erreicht sein, 
enn Fl o Ur um den Nullpunkt den Bereich 




ganz emschlieBt. Wahrend wir nun fur den Flacheninhalt A/V/4 
die Existenz einer oberen Grenze, und zwar der Grenze 1, nach- 
gewiesen hatten, laBt sich fur APJ/4 im allgemeinen keine obere 
Grenze angeben. (Es geniigt z. B. die Eichfigur als eine Ellipse an- 
zunehmen, deren groBe Achse etwa in der z-Achse liegt und die ein 
entsprechend kleines Verhaltnis der kleinen zur groBen Acbse auf- 
weist ; damit der Parameter N/2 eine beliebig angebbare Grenze iiber- 
schreite. Fig. 31). Indessen lassen sich gewisse besondere Figuren 
angeben, bei denen fur N*J/4 eine obere Grenze existiert; dies ist 
namlich immer dann der Fall, wenn die Figur vom Parameter M 
mehr als zwei Gitterpunkte auf der Begrenzung enthalt. 

Wir wollen nun als Eichfigur irgend ein solches Parallelogramm 
um den Nullpunkt als Mittelpunkt annehmen, dessen Diagonalen auf 
den durch die Gleichungen 



X 


l = ax + fiy = 0, 

v = yx + Sy = 0 

1 ) 



Fig. 31. 



gegebenen Geraden liegen (Fig. 32). 
Wir verschieben dieses Parallelo¬ 
gramm parallel mit sich selbst zu 
jedem anderen Gitterpunkt als 
Mittelpunkt und dehnen die so 
entstandenen Figuren in der oben 
beschriebenen Weise so lange aus, 
bis sie zum erstenmal die ganze 
Ebene liickenlos iiberdecken, zu 
N/2-Parallelogrammen werden, wie 
wir kurz sagen wollen. Dies moge 
eintreten, sobald die halben Dia¬ 
gonalen jedes einzelnen Paralle- 
logramms die Langen 2p, 26, also 


Fig. 32. 


der Flacheninhalt den Wert 8qc 
erreicht haben. Zu jedem beliebig in der Ebene vorgegebenen Punkte 
P 0 = (x 0 , Vo)) dessen £-, ^-Koordinaten £ 0 , ?/ 0 seien, liiBt sich dann min¬ 
destens ein Gitterpunkt P* = (x*, y*), resp. (|* rj*), derart angeben, 
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da8 das um den letzteren als Mittelpunkt befindliche N/2- Parallelo- 
gramm den erstgenannten Punkt enthiilt. 

Da nun der Innenraum und die Begrenzung des um den Null- 
punkt befindlichen Parallelogramms durch die Ungleicbung 


i 

♦ 






definiert ist und das Parallelogramm um (g* if) aus dem erstgenannten 
durcb Parallelverscbiebung um £*, if langs den r;-Acbsen entsteht, 
so mussen £ 0 , i] 0 der folgenden Ungleicbung genii gen: 



umsomebr also der Ungleicbung 



da das geometriscbe Mittel zweier (nicbt negativer) GroBen nicht 
grofier sein kann als das aritbmetiscbe Mittel derselben GroBen. Die 
Ungleicbung (36) scbreiben wir, wie folgt: 

I (6* - ! 0 ) (v* - %) I ^ Q ( 37 ) 


Es fragt sicb nun, ob sicb ein Parallelogramm mit Diagonaleu 
auf den gegebenen Geraden £ = 0, ?/ = 0 immer so konstruieren laBt, 
daB fiir dasselbe die GroBe 8 ptf, also der Flacbeninbalt des zugehorigen 
.$72-Parallelogramms, eine gewisse, von der Wahl der Formen £, r\ 
unabhangige, endlicbe GroBe nicbt uberschreitet. Dies ist tatsiicblicb 
der Fall; wir werden namlicb bei beliebig gegebenen Diagonalgeraden 
(33) N /2 - Parallelogramme um den Nullpunkt in solcber Art berstellen 
konnen, daB durch Translation des betreffenden N/2 -Parallelogramms 
Yom Nullpunkte zu jedem Gitterpunkt als Mittelpunkt eine mrgends 
oftere, als ziceifaclie, luckenlose Uberdeckung der Ebene erreicht wird. 
Da bei iiberall zweifacher Uberdeckung der Ebene auf den einzelnen 


Gitterpunkt genau ein Flacbeninbalt = 2 kornmen wiirde, so wird 
alsdann ein derartiges Nj2 -Parallelogramm notwendig einen Flachen- 
inbalt ^ 2 baben mussen, also dafiir Q6 sein und dadurcb gerniiB 
(37) ein System von ganzzabligen Losungen x, y der Ungleicbung 


i (i - y (»/ - y; ^ h 



bzw. in dem eingangs dieses Paragrapben erwabnten Spezialfalle, der 
Ungleichung 

(x - ay — 6) XJ | ^ \ 


gefunden sein. 


(39) 
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§ 12. Paare primitiver Losungen. 

Zu ParaUelogrammen, wie die zuletzt erwahnten, wird man durch 
die Aette der primitiven Losungen der Ungleichung < i gefiihrt. 

Wir legen durch einen Punkt A, welcher einer primitiven Losung 
der erwahnten Ungleichung entspricht und etwa im ersten £- »?-Qua- 
dranten liege (Fig. 33), eine Tangente an die Hyperbel £77 = f Dann 

enthalt das zugehorige Tan- 
gentenparallelogramm noch 
eine zweite primitive Losung 
B in demselben oder dem 
zweiten Quadranten und es 
bedeute wiederum (B) im 
ersten Falle B selbst, im 
zweiten das Spiegelbild von B 
an der ?/-Achse (den Punkt 
mit gleicber r ry entgegenge- 
setzter £-Koordinate wie B). 
Wir lassen die besagteTangente 
(falls sie nicbt von vornberein 
durch (B) gebt, ygl. Fig. 25, 

S. 38) an der Hyperbel in der 
Richtunggegen den Punkt (B) 
bin so lange gleiten, bis sie 
den letzteren erreicht; dann 
wird das Parallelogramm, wel¬ 
ches dieser neuen Lage der Tangente entspricht, immer noch den 
Punkt A enthalten und es leuchtet daher ein, daB die Tangente wahrend 
ihrer Bewegung einmal parallel zur Yerbindungslinie der Punkte A, (B) 
gerichtet sein muB. Das dieser Zwischenlage (bzw. Ausgangslage) ent- 
sprechende Tangentenparallelogramm nehmen wir als Eichfigur an; als- 
dann wird die zugehorige Figur yom Parameter M die Punkte A, B beide 
auf ihrer Begrenzung enthalten und bilden wir nun die homothetische 
Figur vom Parameter M/2 und konstruieren zur letzteren kongruente 
und ahnlich orientierte Figuren um die einzelnen Gitterpimkte als Mittel- 
punkte, so stoBt die um den Nullpunkt 0 befindlicbe Figur an jede der 
vier um A, um B und um deren Gegenpunkte beziiglich 0 gelegenen 
Figuren an. Infolgedessen konnen dann die Liicken zwischen alien 
den konstruierten Figuren nie rnekr ineinander zu unendlichen Ge- 
bieten verschmelzen, wie dies unter anderen Umstanden (vgl. Fig. 7 ) 
moglich ware, sondern sie werden untereinander vollig getrennt sein 
und einzeln ebenfalls parallelogrammatische Gestalt baben. Die Ge- 
samtfigur zeigt dann entweder das auf Fig. 34 oder das auf Fig. 35 



Fig. 3.3. 
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§ 12. Paare primitives Losuugen. § 13. Potenzsmnmen. 


dargestellte Bild*), und zwar je 
gramm mit jeder der vier Seiten 
gramm sich anlehnt odor blo 8 mit 
zwei gegeniiberliegenden Seiten an 
je zwei Parallelogram me stoBt, d. li. 
je nachdem A und B (Fig. 33) in 
zwei nebeneinanderliegenden oder 
aber in demselben £-, 17 -Quadranten 
sich befinden. Die Liicken kom- 
men ganz zum Fortfall, wenn die 
Verbindpugslinie A (B) selbst Tan- 
gente der Hvperbel ist, andererseits 
wiirden sie von gleicher GroBe wie 
die M 2 -Parallelogramme (kon- 


nacbdem jedes eiuzelne Parallelo- 
an je ein benackbartes Parallelo- 



tmient mit diesen) wer- 

O / 

den, falls A und B beide 

auf den Achsen liigen, 

was die arithmetische 
•• 

Aquivalenz der Form t tj 
der Variabeln x, y mit 
der Form X Y bedeuten 
wiirde. 

Nun brauckt man, 
damit die Liicken ver- 
schwinden, die konstru- 



ierten Figuren nur soweit homothetisch auszudehnen, daB sie liber 
ihre ursprungliche Begrenzung urn die halbe Liinge der kleineren 
Seite einer Liicke in Iiichtung dieser Seite hinausragen. Alsdann 
wird die ganze Ebene von den Figuren liickenlos, und zwar offenbar 
nirgends mehr als zweifack, iiberdeckt sein. Daraus folgt, daB der 
Flacheninhalt jedes einzelnen der so entstandenen Parallelogramme 
<C 2 ist, welcher SchluB sich ohne Schwierigkeit in der im § 3 an- 
gewandten Weise strenge begriinden liiBt, und hieraus geht ohne 
weiteres das am Schlusse des § 11 ausgesprochene Resultat hervor. 


§ 13. Potenzsummeii. 

Wir wo lien unsere Satze iiber konvexe Figuren noch auf einen 
ziemlich allgemeinen Fall an wen den. 

*) Dabei ist das Koordinatensystem der x, y so gewalilt gedacht, dab die 
t lguren quadratfcirmig ausfallen. 
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Es seien zwei lineare Formen 

% = a X -\-fiy, r) = yx + dy 
mit positiver Determinante 


(40) 


A = ad — fiy > 0 (41) 

gegeben. Wir betrachten im positiven 77 -Quadranten die durcb die 
Gleichung 

l p + v p = 1 (42) 


dargestellte Kurve, indem wir 


V 



Fig. 36. 


unter p irgend eine reelle GroBe > 1 
verstehen; dabei setzeri wir das 
Koordinatensystem in r\ als 
recbtwinklig voraus, indem wir 
fiber das Koordinatensystem in 
x , y entsprechend verfiigen 
(Fig. 36). Die Kurve (42) im 
positiven Quadranten erfiillt 
iiberall die Bedingung: 

0<T£<;i und (43) 

Wir spiegeln die Kurve noch 
an jeder Acbse und ferner am 
Nullpunkte und gewinnen so 
eine Figur, welche im Null¬ 
punkte einen Mittelpunkt bat 
und deren Inneres nebst der 
Begrenzung durch die Unglei- 

cbuncr 


P I + I vf i ^ 1 



definiert wird. Fiir p = 1 gebt dieselbe in ein Quadrat mit den Eck- 
punkten (|, rf) = (+ 1, 0), (0+1) iiber; wachst p von da an, so er- 
geben sicb aus der Gleichung (42) zu einem und demselben Werte 
des | £ | immer grdBere Werte des \rj\ und umgekehrt, so daB also die 
ganze Figur sicb allmahlich aufblaht und ihre Begrenzung sich immer 
enger an das von den Seiten £ = + 1, 7] = + 1 begrenzte Quadrat 
anschmiegt, welches darum als Grenzfall der Figur fur p = oo auf- 
gefaBt werden kann. 

Es ist leicbt zu ersehen, daB, so lange p > 1 ist, die betrachtete 


d*T} 


Figur konvex ist. Dazu geniigt es zu zeigen, daB rj" = (fp ^ nlier ^ ia ^ ) 

des ersten Quadranten bestandig negativ ist. In der Tat ergibt sich 
aus (42): 



§ 13. Potenz-summen. 
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djl __ _ /i\ 

« W/ 


$\p- 1 


(45) 


und hieraus durch logarithmische Differentiation 

o 


*/ 


'i 


>- = (> 


>>(!-')• 


oder mit Rucksicht auf (45 1 


// , in/S\ P “7i , i p_1 \ 

« --Op- i)b) (t + 

' 'J ' X » l/ / 


oder ivegen (42) 


ij"—a*—i) 


S' 


_•# 




2 » — 1 > 


hieraus geht wegen der gleichzeitigen Positivitiit von £ und die 
Richtigkeit unserer Behauptung fur p > 1 liervor; gleichzeitig sieht 
man auch, dafi die entsprechende Figur fiir Werte p < 1 aufhoren 
wiirde, konvex zu sein. 

Wir fassen nun die Figur (44) mit p > 1 als Eiehfigur auf; ihr 
Inhalt sei J. Durch Dilatation aller Durchmesser im Verhaltnis t : I 
gelangen wir zu einer homothetischen Figur 


! 1 V 

i t 


1 1 p 
t 


£ i; 


(46) 


erteilen wir dem t einen solclien Wert 31, daB die zugeliorige Figur 
mit ilirer Begrenzung an Gitterpunkte stoBt und im Lmeren°nur den 
Nullpunkt als einzigen Gitterpunkt enthalt, so muB nach dem Satze 
YII der Fliicheninhalt 3PJ dieser Figur <1 4 sein; er kann aber, so 
lange p endlich und > 1 ist, nicht = 4 sein, weil dann die Begrenzung 
der Figur aus lauter krummlinigen Stucken bestebt und daher die 
zugehorigen Figuren vom Parameter 312, urn die Gitterpunkte (x, y) 
in der iiblichen Weise konstruiert, sicherlich zwischen einander Liicken 
in der Ebene lassen; mithin gilt dann notwendig die Ungleichung: 


Nun ist 


M 2 J < 4 oder M < . 

yj 


(47) 


* /'4 


fj 


wobei der Integrationsbereich bezuglich i, r t durcb die Ungleichung (44) 

gegeben ist, oder, wenn wir fur J das Vierfache des Inhalts des im 
ersten Quadranten liegenden Teiles der Figur nehrnen 


Minkowski, diophant. Approximation^!. 



(48) 


4 
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worm das Integral auf den Bereich 

i p + rjP£ 1 , 6 ^ 0 , 0 

zu beziehen ist. Durcli die Substitution 


l p = (>, ^ 

in dem Integral geht der Ausdruck (48) in den folgenden fiber: 

1 _ i__ 

J=s pLff^ d ? d6 > 

worm das Integral sich auf den Bereich 


p + Q>0, 6>0 


bezieht, und der letztere Ausdruck kann nach einer bekannten Formel 
durch Werte der Gammafunktion ausgedruckt werden, wie folgt: 


Wir setzen 

, h-hi)) 

4 -hi) 

(49) 


(-hi)Y 

-hi) 

(50) 

und haben also 



T _ 4 


folglich nach (47): 




M<x p y A. (51) 


Andererseits ist fur einen beliebigen Punkt (x, y), welcher auf 
der Begrenzung der Figur vom Parameter M liegt, 

| ax + ($y \p + | yx + dy 'f = 

hieraus folgt wegen (51): 

p_ 

\ccx + py\P + \yx + dyP< tfA 2 , (52) 

und die Tatsache, daB auf der Begrenzung dieser Figur sich Gitter- 
p unite befinden, fiihrt uns zu folgendem Satze: 

VIII. Sind | = ax + fiy, r\ = yx + 8y zwei lineare Formen 
unit positiver Determinante A und ist p einc beliebiye reelle Grofie > 1, 
so lassen sich immer ganzzahlige Werte der Variabcln x, y, die niclit 
beide verschivinden, der art angeben, dafi fur dieselben 

p 

+\ v \p <4^ 

wird, icobei x p den Zalil enfold or (50) bedeutet. 


(53) 
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§ 14. Der Maximalwert fiir dag Minimum von jSj'+lij p . 


n 


§ 14. Der Maximalwert fur das Minimum von £ > -f 

Das Ungleichbeitszeiehen in (53) zeigt an, daB das Minimum des 
Ausdrucks t] \ !> tiir ganzzahlige x, // =f= 0, 0 wohl immer unter- 

halb der GroBe xj, A ; J liegt, aber dieselbe nie erreicbt; fobWich muB 

der grofite "Wert, den die GroBe M'\ A (vgl. (51)) fiir ein bestimmtes 

p bei beliebig variierenden Koeffizienten «, /j, y, () eireicben kann, — 

falls ein soleber iiberbaupt existiert, was erst zu beweisen ist. — kleiner 

• • 

als x p sein. Uber diesen eventuellen Maximalwert von .V/j/A wollen 
wir jetzt AufschluB zu erhalten suchen. 

Zuniichst sieht man unmittelbar ein, daB der Ausdruck 31/]/ A 
ungeandert bleibt, wenn die bornien r t durch ri;, r ersetzt werden, 
uuter r eine belicbige positive Konstante verstanden. Nehmen wir nun 
r gleich deni den Fortnen %, , t zugebiirigen Werte von 1 .1/ an, so geht 
der Parameter M fur das Formensvstem | J/, M in 1 uber, and 
bezeiehnen wir die neuen Formeu und deren Determinante wiederum 
bzw. mit l A, so liiuft alsdann unscre Aufgabe darauf hinaus, den 
Maximalwert von 1 A oder den Minimalwert von A zu linden, wahrend 
a, ft y, d in solcher Weise variieren, daB die zugehbrige Eichfigur 


+ i >t p = 1 
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dahei stets in ihrem Inneren auBer dem Nulipunkte keinen weiteren 
bitterpunkt, aber Gitterpunkte auf der Begrenzung enthalt. Wir be- 
merken noeb, daB das Vorhandensein von Gitterpunkten auf der Be¬ 
grenzung von (54) bierbei nicht ausdrucklich verlangt zu werden 
braucht; denn wofern nur 31 1 vorgescbrieben wild, bringt ein 

Minimum von A = M 1 ■ (A, M 2 ) von selbst 31 = 1 mi t sich 

Die so gefaBte Aufgabe liifit sich in anschaulicher Weise o- eo - 
metuseh deuten. Wir denken uns das Koordinatensystem der I « 
und danu die Figur (o4) festgehalten, dagegen die Koordinaten x, y 
d, ‘ mit ( , las P !lra belogrammatische System des Zahlengitters in 

5 1; f Mi entSp , r “ lle “ d dcn Veranderungen von «, ft y, 6 variiert. Da der 
1 lachenmbalt des lm x ?/-Oitter durch 

0<iz<l, Ogyd (55) 

StuTt WekheS kurzwe S das Grmidparalldo- 

J X ’ y neunen wollen - s “di i>i den r , - Koordinaten gleich 

d i, = A J j dx dy = A 

berechnet, so kbnnen wir infolge der so festgestellten °-eometrischen 

Bedeutung von A unsere Aufgabe nunmedir foWendeLaBen mter 
pretieren: Be, geyebener Figur (54) in einan fasten Koordinatensystem 

4* 
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der £, i] mit dem Nnllpunkte 0 sincl diejenigen Zalilengitter in x, y 
nut 0 als Nullpunkt zu suchen, ivelche aufier 0 keinen weiteren Gitter- 
punkt ins Innere der Figur (54) schicken and dcibei ein Grundparallelo- 
gramm von mogliciist kleinem Inhalt hahen. 

Diese Stellung der Frage gibt aucb die Mittel an die Hand, die 
vorgelegte Aufgabe in Angriff zu nebmen. Wir wollen dabei p end- 
lich und 1 voraussetzen, so da6 die Figur (54) konvex, aber kein 
Parallelogramm wird; den Fall eines Parallelogramms batten wir ja 
bereits abgekandelt. Wir konstruieren nun zuniicbst im Koordinaten- 
system der £, das wir als ein gewohnliches rechtwinkliges annebmen 
wollen, irgend ein solcbes Zablengitter der x. y mit 0 als Nullpunkt, 
wobei auBer 0 kein weiterer der Gitterpunkte ( x , y) ins Innere oder 

auf die Begrenzung der 
Figur (54) binkommt. 
Sodann denken wir uns 
durcb Translation des 
in diesem Gitter durch 
(55) gegebenen Grund- 
parallelogramms OABC 
von 0 aus nach jedem 
der Gitterpunkte (x, y) 
^ ftkuMitt e lpi m-kt ein Netz 
von Parallelogrammen 
bergestellt, welche in 
ibrer Gesamtbeit die 
Fig. 37. Ebene einfacb und 

luckenlos iiberdecken, 

und veriindern dieses Netz in der Weise, daB wir einen 0 nicbt 
gegeniiberliegenden Eckpunkt von OABC , etwa A, auf dessen Ver- 
bindungsgeraden mit 0 in der Ricbtung gegen 0 riicken lassen, dabei 
den zu A gegeniiberliegenden Eckpunkt C festbalten und die ubrigen 
Gitterpunkte (x, y) gleicbzeitig so bewegen, daB dieselben fortwabrend 
ein parallelogrammatiscbes Netz bleiben. Unterdessen verkleinert sich 
offenbar kontinuierlicb und unbegrenzt der Inbalt von OABC. Diese 
unsere Variation des Gitters soli nun soweit vor sicb geben, bis zum 
erstenmal, auBerbalb der festgebaltenen Geraden OC, Gitterpunkte 
auf die Begrenzung der Figur (54) fallen, was ja einmal gesclieben 
muB, niimlicb infolge des Satzes VII, bevor nocb der Inbalt von 
OABC zu einem Viertel des Inbalts der Figur (54) zusaininen- 
scbrumpft. 

Es moge nun etwa bloB ein Paar von Gitterpunkten in die Be¬ 
grenzung der Figur fallen; die Ivoordinaten eines jeden derselben sind 
gewiB teilerfremde Zablen, und wir konnen daber das Gitter der x, y 
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durch eine geeignete ganzzahlige Substitution von der Determinate 1 
derart in sieh transformieren, daB das Grundparallelogramin der neuen 
Koordinaten, fiir die wir der Einfachheit halber die Zeichen x , if be- 
lassen wollen, die Strecke zwischen 0 und einem jener zwei auf die 
Peripherie der Figur getretenen Gitterpunkte zu einer Seite erhiilt 
(Siehe hierzu Fig. 37). Zu diesem Parallelogramm, das wiederum 
mit OABC bezeichnet werde. wobei C den zuletzt genannten Gitter- 
punkt bedeute, denken wir uns wiederum das zugehbrige parallelo¬ 
gram matische Netz entworfen und verandern dasselbe genau naeb dem 

D O 

friilieren Prinzipe, indem wir den zu C in OABC gegeniiberliegenden 
Eekpunkt A auf der Geraden 0A gegen 0 bin solange versehieben 
und damit gleichzeitig den Inhalt von OABC solange verkleinern, 
bis neue Gitterpunkte in die Begrenzung der Figur (54) eintreten, 
was wiederum eiumal aus demselben Grunde und vor analogem Ter¬ 
rain, wie vorhin, erfolgen muB. Es liegen alsdann mindestens vier 
Gitterpunkte auf der Peripherie der Figur. 

Fallen jetzt auch nicht mehr als vier Gitterpunkte auf die Be¬ 
grenzung der Figur, so greifen wir irgend welehe zwei unter ihnen 
heraus, die mit dem Nullpunkte nicht in einer Geraden liegen. Die 

Determinante der Koordinaten dieser Punkte ist dann nach einer 

• • 

friiheren Uberlegung*) notwendig = ± 1, und wir konnen daher 
wiederum die Koordinaten des Gitters so uni modular transform ieren, 
daB diese zwei Punkte, die jetzt A, C heifien mbgen, die neuen Ko¬ 
ordinaten 1, 0 bzw. 0, 1 erhalten. Wir erganzen sodann das Dreieck 
OAC zum Parallelogramm OABC mit B=( 1, 1) und verandern 
wiederum das zu OABC gehurige parallelogrammatische Netz, dies- 
mal in der Weise, daB 

wir C auf der Begren* y 

zung der Figur gegen 
die Gerade 0A heran- 
riicken lassen, wodurch 
der lnhalt von OABC 
abermals bestandig ab- 
nimmt (Fig. 38 ). Dies 
soli wiederum so lange 
geschehen, bis neue 
Gitterpunkte in die Peri¬ 
pherie der Figur ein- 
treten. 



Nun liegen minde- 


Fig. 08 . 


*) v gh S ‘ 33 ' Es kommt hier offenbar die zweite dort besprochene 
Moglichkeit ps — qr = 1 ausschlieBlich in Frage. 
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stens drei Paar von Gitterpunkten, A, A', B , B', C, C' (Fig. 39) auf 
der Begrenzimg der Figur (54). Irgend zwei unter diesen Gitter- 
punkten, die nickt in einer Geraden mit dem Nullpunkt liegen, etwa 
A, B, konnen wir uns mit den Koordiuaten (1, 0) bzw. (0, 1) ver- 
sehen denken; damn liaben zwei weitere der secbs Gitterpunkte not- 
wendig Koordinaten +1, +1 und indem wir uns eventuell x, y 

durcn — y, x ersetzt denken, und 
da jene Gitterpunkte sick paarweise 
um 0 als Mittelpunkt gruppieren, 
konnen wir sonacb annehmen, daB 
die Koordinaten von A, B, C bzw. 
1, 0; 0, 1; — 1, 1 sind. Mehr als 
diese seeks Gitterpunkte konnen 
unter den gestellten Bedingungen 
auf keinerlei Weise auf der Be- 
grenzuDg der Figur liegen; denn 
eine solcke Lage kame nur nock 
fur die Punkte (1, 1), (— 1, — 1) 
in Frage, wiirde aber, da (1, 1) 
mit (—1, 1) die Determinante 2 
ergibt, einen Widerspruck dagegen 
involvieren, daB der Inkalt der Figur (54) kier < 4 sein soil. 

Jetzt ist es klar, daB wir solcke Wertesysteme a, /3, y, d, aus 
denen das Minimum von A entspringt, nur unter alien denjenigen 
zu sucken kaben, welcke der Fig. 39 entsprecken, d. k. so besekaffen 
sind, daB jeder der seeks Punkte (+ 1, 0), (0, + 1), (— 1, 1), (1,-1) 



Fig. 3!>. 


der Gleickuncf 

O 


ax -\-fiy\ p -\- + $y p = 1 


( 56 ) 


geniigt, daB also die drei Gleickungen 

M p + I yf-l, 

| ^ | p + | d | p = 1, (57) 

\ - cc + p P + \- y + d\ p =1 

bestehen. Mit Hilfe dieser Gleickungen konnen wir uns die vier Un- 
bekannten a, /?, y, d als Funktionen eines Parameters dargestellt 
denken, und es wiirde endlick erubrigen, diesen Parameter so zu be- 
stimmen, daB — /3y| ein Minimum wird. 

Fur den Spezialfall p = 2 laBt sick diese Aufgabe leickt erledigen. 
Die Potenzsumme | £ p + | rj p stellt in diesem Falle eine positive 
quadratiseke Form 

fix, y) = {ax + (lyf + {yx + 8yf = ax 2 + 2bxy + cy 2 
mit den Koeffizienten 
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a = a 2 -f Y* f b — ccji + yd, c = fir + d- 
und der Determinante 

I) = ac — b 2 = (ad — fly) 2 = A 2 

vor. Die Gleichungen (57) gehen dann in die folgenden iiber 

a = 1, c = 1, a — 2h -f c = 1, 
und daraus ergibt sieh unmitt el bar 

fo = ? + V s = + XI J + f 


(58) 


als diejenige Form, oder vielmehr als Reprasentant derjenigen Klasse 
aritlimetisch iiquivalenter Formen, fiir welclie das Minimum von A 
eintritt, wahrend il [ = 1 ist; und /war wird dieser minimale W ert 
von A hier 

a„ = i//>;-£• 

Mithin ist 1/A 0 = 2/|/3 unseren friiheren Ausfiihrungen geiniiB der 
Maximalwert, den das Minimum des Ausdrucks 

|/nc — b- 

fur ganzzahlige, von (0,0) verschiedene Wertesysteme (x, y ) im ganzen 
durch ac — b 2 > 0 und a > 0 definierten Bereiclie reeller Werte a, b, c 
zu erreichen vermag und auch tatsachlich im Falle (58) erreicht, und 
es gilt somit der Satz: 

IX. Zu einer Unarm positiven quadratischen Form fix, y) mit der 

Determinante D lassen sich immer fur die Variabeln (janzzahliye 

Werte x, y, die nicht beide verschwinden. derart amjeben , daf fur 
dieselben 

f (x ’ y>^-f n> 

icird. Hicrbei hat das Gleichheitszeichen nur dann statt, icenn f(x, y) 
mit der Form VD (x 2 + xy + y 2 ) aritlimetisch dquivalent ist. 

^ _ _ _ Das geometrisch sehr 

f y evidente Resultat dieser Be- 

l * A * I * I * ) trachtung fiir den Fall p = 2 

S formulieren wir noch dahin: 

• I • Y • Y • Y • 1 Bei ^ er dichtesten Lage- 

>/Y VV Yy J run o von Kreisen in der 

Ebene derart, dab die Mittel- 
i * I # I * I • ) punkte ein Gitter bilden und 

^—Z x- Z x- Z die Kreise nicht ineinander 

^g. io. eindringen, verhalt sich der 





II. Zahlengitter in zwei Dimensioned 



von den Kreisen bedeckte Flacheninhalt zu dem iibrigen freien Flachen- 
inhalt wie 



1 st nun p > 2 oder p <2 und > l y so bestimmen die Rela- 
tionen (57) den Minimalwert von A noch nicbt vollstandig. Die Be- 
stimmung desselben bangt dann von einer transzendenten Gleichung 
ab, iiber deren Losung wir ivenigstens eine Vermutung formulieren 
wollen. Es seien M, M' bzw. N, N' die Schnittpunkte der Figur (54) 



Fig. 41. 


mit der bzw. ^-Achse, P, P' bzw. Q, Q' die Schnittpunkte der- 
selben mit der Geraden § = r] bzw. £ = — yj. Unter den Losungen 
der Gleichungen (57), deren jeder ein bestimmtes Sechseck ABCA'B'C' 
mit Mittelpunkt und mit Seiten parallel seinen Diagonalen entspricht 
(Fig. 39), denken wir uns diejenige herausgegriffen, deren zugehoriges 
Sechseck die Punkte M f M' zu Eckpunkten hat, und konstruieren 
das letztere, indem wir in der Figur (54) jene zwei zur J-Achse 
parallelen Sehnen errichten, welche je die Lange OM = £ M'M haben 
(Fig. 41). Die Eckpunkte dieses beziiglich der und der 77 -Achse 
s} 7 mmetrischen Sechsecks wollen wir mit je einer Ziffer 1 bezeichnen. 
In ahnlicher Weise konstruieren wir sodann jenes Sechseck, welches 
die Punkte TV, AT zu Eckpunkten hat und dessen sechs Eckpunkte 
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einzeln unit der Ziffer 2 bezeichnet werden mbgen: dasselbe ist eben- 
falls beziiglich jeder der Aehsen symmetrisch und dem vorigen kon- 
gruent und gebt aus dem vorigen durch eine Drehung um nr/2 in 
beliebigem Siune bervor. Weiter konstruieren wir nocli zwei Seclis- 
ecke mit 0 als Mittelpunkt und Seiten parallel den Diagonalen, welehe 
die Punkte P, P' resp. Q. Q unter ihren Eekpunkten haben und 
deren einzelne Eekpunkte wir mit der Zitier 2> bzw. 4 versehen; die.se 
zwei Secbsecke liegen syinmetrisch beziiglich jeder der Geraden £ = r h 
i = — r i> fibid einander kongruent und geben durch eine Drebuno- 
uin tt !2 auseinander bervor. Wir lassen nun den Punkt A von dor 
Ecke 71/(1) liiugs der Begrenzung der Eigur gegen den nachst- 
benacbbarten Eckpunkt 4 fortscbreiten und denken uns dazu jedesrnal 
das zugeborige aus secbs kongruenten Dreieeken bestebende Seehseek 
ABCA'B'C ' konstruiert; dann ist es leicbt zu erseben, dab gleieh- 
zeitig jeder der ubrigen Eekpunkte von 1 zuin bzw. benachbarten Eck- 
punkte 4 wandert und dabei die secbs vereinzelt liegendeu Boo'en- 
sttieke, welcbe von den Eekpunkten des veranderlichen Sechsecks 
ABCA'B'C' besebrieben werden, durch geeignete Spiegeluugen an 

I - igur in den positiven ^-Quadranten 
hineinversetzt werden kbnneii, so dab sie bier den ganzen Quadranten 
ausmachen. Daber genugt es, mit Riicksicbt auf jene Symmetrien, 
um a He moglicben Formen des Sechsecks ABCAB'C' in Betracht 
zu ziehen, den Punkt A blob von 31 aus die erste Strecke 14 
durchwandern zu lassen. Es liegt nun die Vermutung nabe, dab die 
Grbbe A, der Flacheninbalt des Grundparallelogramms, sich wiihrend 
dieser Bewegung fortwahrend im gleichen Same iindert und daber das 
Minimum von A einer der beiden iiuBersten Lagen von ABCA'B'C' 
entspricht: entweder dem Seehseek (1) oder jenem (4). Da ferner 
wenig unterhalb p = 2 dieses Minimum, wie man sich leicbt uber- 
zeugt, wesentlicb dem Seehseek (1) entspricht, dagegen wenig ober- 
halb p = 2 dem Seehseek (4), im Fa He p = 2 aber (wie auch° in den 
Grenzfalien p = 1 und p = so selbst) von alien moglicben in Betracht 
kommenden Sechsecken derselbe Wert von A geliefert wird, so lie«-t 
es weiter nabe zu vermuteu - woftir der Beweis aber noch zu er- 
bringeu ware —, dab fur p < 2 iramer das Seehseek (1), fur p > 2 

lrnmer das Seehseek (4) dem Minimum von A entspricht, Im ersteren 
lalle wurde dann, weil die Punkte x = 1, n = 0 und £ = 1 r, _ n 
zusammenfallen, aus ' 1 


sich 


l — ax -f- jiy = 1, rj = yx -f dg = 0 

« = 1, y = 0 


ergeben, was in die Gleichungen (57 ) eingesetzt: 
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/*-*, *-(l-2-*)i> 

liefert; sonach wiirde fiir das Minimum von A in diesem Falle 


A 0 = (1 - 2-p)1 

folgen. Im anderen Falle dagegen, wo der Gitterpunkt (1 < p < 2) 
(— 1, 1) auf der Geraden | = — r\ und abnlicb der Gitterpunkt (1, 1) 
auf der Geraden £ = rj liegt, haben wir infolgedessen: 


also 

und dies 
oder 


— a + = y — d, a + /3 = y + d, 

* = P = r, 

ergibt, in die Gleichungen (57) eingesetzt, 

aP + p>= 1 , 2(a-p)?= 1 , 

_i — _ i _i _ l _i_ -l-l. 

a = 2 + pA-\-2 p, (3 = 2 ^A-2 1_ p, 
2 

2 p A + 


l) ? + ( 2 ? A — l) P = 2'* 1 (p > 2); 


doch laBt sicb die Auflosung der letzteren Gleichung fiir A nicht in 
gescblossener Form bewerkstelligen. *) 


*) Die Ausfuhrungen hier iibertragen sich zu groBem Teile auf ein jedes 
konvexe Oval, das die vier Geraden £ = 0 , 77 = (>,£ = + 77 zu Symmetrielinien 
hat und in der Tat ist in den Figuren 37 (p. 52), 38 (p. 53), 39 (p. 54), 41 (p. 56), 
wie schon aus dem Vorhandensein von Ecken ersichtlich, nicht speziell ein Oval 
I I + ! ^ I = 1 CP > *) gezeichnet. 
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8 1. Definition des Zahlengitters in drei Dimensioned 

IJnter dem Zaidenyitter in drei Dimensioned wollen wir die 
Gesamtheit aller ganzzahligen Wertesysteme dreier Variabeln x, y, z 
-erstehen. Dieses Zahlengitter kann man geometrisch mittelst eines 
Hum lichen Parallelkoordinaten-Systems darstellen, indem man drei sich 
in einem Punkte treffeiide und nicht in einer Ebene gelegene Geraden 
beliebig im Raume als Koordinatenaclisen annimmt, die MaBstabe auf 
denselben beliebig festlegt und einem 
jeden ganzzahligen Wertesystem ( p,q,r) 
den Punkt mit den Koordinaten x =)), 

V = f l, z = r zuordnet. Dieses raum- 
liche Gitter kann auch durch beliebige 
Festlegung der vier Punkte 

( 0 , 0 , 0 ), ( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ), ( 0 , 0 , 1 ), 

doch so, daB nicht alle vier in einer 

Ebene liegen, vollstiindig bestimmt 

werden (Fig. 42); das durch diese vier 

Punkte als Ecken gebildete Tetraeder 

bezeichnen wir dann als das Funda- 

mentaltetraeder des betreffenden Gitters. 

1st im Koordinatenraume ein 

irgendwie begrenzter Korper gegeben, so wollen wir unter dem Vo- 

lumen desselben das auf den Bereich des Korpers bezogene dreifache 
Integral 



■/.a 


(i) 


verstehen, wobei das Element des Integrals stets als wesentlich posi- 
tive GroBe zu denken ist. 
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§ 2 . Theorem tiber konvexe Korper mit Mittelpunkt. 

Da wir uns im Laufe der weiteren Untersuch ungen hauptsachlicb 
auf die Betrachtung einfacher, nur von Ebenen oder Flachen zweiter 
Ordnung begrenzter Korper beschranken werden, so konnen wir hier 
von der Aufstellung einer strengen Definition fur die konvexen Korper 
abseben und uns nur mit der Feststellung der wesentlichsten Eigen- 
scbaften derselben begnugen. Wir stellen uns unter einem konvexen 
Korper eine abgeschlossene Punktmenge vor, die vollstandig im End- 
lichen liegt, d. h. in eine um den Nullpunkt mit angebbarem endlicbem 
Radius beschriebene Kugel vollstandig eingeschlossen werden kann; 
sie soil ferner nicht vollstandig in einer Ebene liegen und durch jeden 
Punkt ilirer Begrenzung soil wenigstens eine Stiitzebene gelegt werden 
konnen, d. h. eine Ebene, auf deren einer Seite kein Punkt der Punkt¬ 
menge liegt. 

balls ein konvexer Korper einen Punkt aufweist, der alle durch 
ihn gehenden Sebuen des Korpers balbiert, so beiBt dieser Punkt 
Mittelpunkt des Korpers. 

Fur die konvexen Korper mit Mittelpunkt gilt im Raume ein 
ganz analoges Theorem, wie in der Ebene fur die konvexen Figuren 
mit Mittelpunkt; dasselbe lautet: 

X. Ein konvexer Korper mit einem Gitterpunkt als Mittelpunkt, 
vom Volumen 8, enthalt stets aufier dem Mittelpunkt nock wenigstens 
einen weiteren Gitterpunkt. 

Aucb der Beweis dieses Satzes gestaltet sicb ahnlich wie im 
Falle der ebenen konvexen Figuren. 

Es sei um den Nullpunkt als Mittelpunkt ein konvexer Korper 
vom Yolumen J gegeben. Dilatieren wir alle seine Radien im Yer- 
baltnis t: 1, so wollen wir den so bervorgehenden neuen Korper vom 
Volumen t z J als den zum Parameter t gehorigen Korper oder kurz 
als den t-Korper bezeiebnen. Der urspriinglich gegebene, dem Para- 
meterwerte t = 1 entspreebende Korper soli der Eichkbrper beiBen. 

Wir zieben den Eichkbrper zunaebst derart zusammen, daB der 
neu entstandene Korper aufier dem Mittelpunkt keinen weiteren 
Gitterpunkt enthalt, und treiben dann den letzteren Korper so lange 
auf, bis er etwa fur den Parameterwert t = M mit seiner Begrenzung 
zum erstenmal an einen Gitterpunkt stoBt.*) Diesen M -Korper ziehen 
wir bierauf' im Verhaltnis 2 : 1 zusammen und denken uns den so 
gewonnenen 31/2 -Korper vom Nullpunkt aus zu jedem anderen 
Gitterpunkt als Mittelpunkt parallel mit sicb selbst verseboben. So 

*) Schematisch kann man sick diese Verkiiltnisse an der Fig. 18, S. 29 ver- 
ansckaulicht denken. 
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entsteht ein System von Korpern, deren jeder an mindestens zwei 
benaehbarte stoBt und in keinen anderen der Korper eindringt, so 
daB keine Stelle des Raumes mehr als einfach von dem System aus- 
gefiillt wird, wahrend zwischen den einzelnen Korpern im allgeineinen 
noch Liicken vorhanden sein werden Den ken wir nns nun anderer- 
seits urn den Nullpunkt als Mittelpunkt das von den seeks Ebenen 
J' = ± y = ± If, * = ± -V begrenzte Parallelepiped konstruiert und 
sodann dasselbe von da aus zu jedem anderen Gitterpunkt als Mittel¬ 
punkt parallel mit sich seibst versehoben, so erscheint der ganze 
Raum von diesen Parallelepipeden, deren jedes das Volumen 1 hat, 
einfach und liickenlos erfullt. Hieraus erhellt, daB das Volumen eines 
J1T2-Korpers nur kleiner oder hochstens gleich 1 sein kann: 

' ( 2 ) 


und daher folgt fur das Volumen 


des J/-K6rpers: 


3PJ < S. 



Um einen zuni Eichkbrper homothetischen Korper genau vom 
Volumen 8 zu erhalten, muB man sonacli den M -Korper im all- 
gemeinen noch ein wenig ausdehnen und nur im Grenzfalle fallen 
die zwei genannten Korper zusammen. Es entlialt also der Korper 
vom Volumen 8 den 3/-Korper und dam it auBer dem Mittelpunkte 
notwendig noch weitere (mindestens zwei) Gitterpunkte, und zwar im 
allgeineinen in seinem Inneren, im Grenzfalle nur auf der Begrenzung. 


§ 3. Grenzfalle des letzteren Theorems. 

Es soil zuniickst ein strenger Beweis der schon an sich plau- 
siblen Tatsache gegeben werden, daB das Volumen eines il//2-Kbrpers 
< 1 oder = 1 ist, je nachdem die um die einzelnen Gitterpunkte kon- 
struierten 3//2-Korper Liicken zwischen einander lassen oder den 
ganzen Raum liickenlos ausfullen. 

V lr nehmen zunachst an, daB derartige Liicken vorhanden sind. 
2ind 0 , y 0 , z 0 die Koordinaten irgend eines im Inneren einer Llicke 
gelegenen Punktes, so leuchtet es ein, daB auch alle Punkte 

(jfo +P> Vo + <1, + r ), w °bei q, r unabhangig voneinander sarnt- 

iiche ganze Zalilen durchlaufen, im Inneren von Liicken lieo-en werden- 

(he Gesamtheit dieser Punkte, die wir als ein System von homologen 
lunkten bezeichnen, geht aus dem gegebenen Zahlengitter einfach 
(lurch erne derartige Translation desselben hervor, bei welcher iro-end 
ein Gitterpunkt in den Punkt {x 0 , y a , *„) iibergebt. Um jeden°der 
unkte (x 0 + p, y 0 + q, z 0 -f r) als Mittelpunkt denken wir uns einen 
zum Eichkorper ahnlichen und ahnlich gestellten Korper konstruiert, 
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von solcher, efcwa dem Parameterwerte T/2 entsprechender GroBe, daB 
weder irgend zwei von diesen T/2-Kdrpern ineinander eindringen 
noch irgend ein T/2-Korper in einen der um die einzelnen Gitterpunkte 
konstruierten iJ//2-Korper eindringt. Zwischen den so errichteten T/2- 
Korpern und den vorhin konstruierten ilf/2-Korpern kann eine ein- 
eindeutige Zuordnung festgelegt werden, indem etwa dem Jf/2-Korper 
um (p, q, r) der T/2- Korper um (x 0 + p, y 0 + q, z Q + r ) als Trabant, 
wie wir sagen wollen ? zugeordnet wird. Nun konstruieren wir um 
jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt einen Wurfel mit Seitenflachen 
parallel den Koordinatenebenen und einer solchen festen Kantenlange 
2d, daB der Wurfel den um den Gitterpunkt befindiichen M/2 -Korper 
und jetzt aucb den Trabanten des letzteren vollstiindig in sich ein- 

schlieBt, — endlick um den Nullpunkt 
einen Wurfel mit Seitenflachen parallel 
den Koordinatenebenen und einer Kante 
2SI, wobei SI eine positive ganze Zahl 
bedeute, fiber deren Grofie wir noch 
verfilgen wollen (Fig. 43). Die Ge- 
samtheit derjenigen unter den erstge- 
nannten Wurfeln, deren Mittelpunkte 
im Inneren und auf der Begrenzung 
des groBen Wiirfels von der Kante 2 SI 
liegen, ragt fiber des letzteren Begren¬ 
zung fiberall hochstens so weit heraus, 
daB, wenn der Wtirfel von der Kante 
2 SI zu einem homothetischen von der 
Kante 2SI-\-2d ausgedehnt wird, dieser neue vergroBerte Wfirfel 
sicherlich alle vorhin genannten Wfirfel von der Kantenlange 2d und 
damit auch alle die von diesen Wfirfeln bzw. eincreschlossenen Paare 
von je einem Jf/2- Korper und dem zugehorigen Trabanten vollstandig 
in sich schlieBt. Da nun (2SI- f-1) 8 solche getrennt liegende Korper- 
paare hier in Betracht kommen, so hat man hiernach: 



Fig. 43. 


(2« + 2d) 3 ^ (2£i + l) 8 {(f) + (-J) 3 } J, 


woraus, wenn man beiderseits durch (25i-|-l) 8 dividiert und zur 
Greuze fiir SI = oo fibergeht, 

((!)•+ ©Vs*. 

folglich 

ff)V<l (4) 

hervorgeht, was zu beweisen war. 
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Im Falle liichmloser AusfUllimg des Raumes durch die M/2- 
Korper fassen wir zuniichst die an fieri tail) des Wiirfels von der Kante 
2 Si gelegenen Gitterpunkte ins Auge. Jeder der urn diese Pnnkte 
befindlichen Wiirfel von der Kanteniange 2d liegt entweder ganz 
auBerhalb dieses erstgeuannten Wiirfels oder dringt zum Teil in ihn 
ein, und zwar bdchstens bis zur Tiefe d, in Richtungen normal zu 
den entsprechenden Koordinatenebenen gemessen. Wir nebmen nun 
SI > d an und konstruieren uni den Nullpunkt einen zum erstge- 
nannten homothetischen kleineren Wiirfel von der Kante 2SI — 2d\ 
in diesen letzteren dringt dann keiner der besagten Wiirfel von der 
Kanteniange 2d melir ein, folglich muB sein Inneres ganz in solebe 
der il//2 -Korper aufgehen, deren Mittelpunkte ini Wiirfel von der 
Kante 2SI gelegen sind. Der von der Gesamtheit der biermit be- 
zeichneten M/ 2-Korper ausgefiillte Raum kaun daher nicht kleiner 
sein, als das Volumen des Wiirfels von der Kante 2Si — 2d und es 
gilt deumack die Ungleichung: 

(2.Q - 2d) 3 <: (2SI + l) s (jfj. 

Aus dieser schlieBen wir, indem wir Si wiederum fiber jede Greuze 
liinaus wacbsen lassen: 

und dies ist wegen (2) nur so moglich, daB 

/JI\8 r , 

(2 ) 1 (5) 

ist, was zu beweisen war. 

Durch Parallelverschiebuugen auseinander hervorgehende konvexe 
Korper, die um Gitterpunkte als Mittelpunkte konstruiert sind und, 
wie die M/2- Korper, teilweise aneinander stoBen, ohne je ineinander 
einzudringen, wollen wir Stufen bn Zaldengitter nennen. Wir wollen 
nun die Gestalt der Stufen im Falle des maximalen Volumens 1 
derselben, also bei liickenloser Erfullung des ganzen Raumes durch 
die Stufen, eingehender studieren. 


§ 4. Charakter der Oberflache bei einem maximalen M/2- Korper. 

Zunachst erkennen wir, daB jeder Punkt der Oberflache einer 
Stufe vom Volumen 1, kurz: einer maximalen Stufe , zugleich der 
Oberflache wenigstens einer von den homologen Stufen um die anderen 
Gitterpunkte angehbren muB. Wiirde niimlich ein Punkt P der Be- 
gienzung einer maximalen Stute, deren Mittelpunkt wir etwa im 
Nullpunkte 0 annehmen wollen, keiner anderen Stufe angehoren, so 
muBten wir, auf dem Radius OP uber P liinaus fortschreitend, auf 
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Punkte kommen, welche iiberhaupt keiner Stufe angehoren, was wegen 
der liickenlosen Ausf'ullung des Raumes durch die Stufen ausge- 
schlossen ist. 

Es sei nun A = (p, q ,, r) der Mittelpunkt einer unter denjenigen 
maximalen Stufen, welche mit der um 0 befindiichen Stufe, die kurz 
die Nidlpunldstufe heiBe, zusammenstoBen (Fig. 44). Die Stufe um A 
und die Nullpunktstufe sind dann offenbar beide in bezug auf den 
Halbierungspunkt E der Strecke OA zueinander symmetrisch. Der 
Punkt E ist beiden Stufen gemein und es geht durch ihn eine ge- 
meinsame Stiitzebene der beiden Stufen. In dieser Stiitzebene haben 
beide Stufen entweder bloB den Punkt E oder geradlinige Strecken 
oder aber konvexe ebene Partien liegen. Da nun die Stufe um 0, 
als Stufe iiberhaupt, wie leicht einzusehen, nur mit einer endlichen 

Anzahl anderer Stufen zusam¬ 
menstoBen kann uud dabei, als 
maximale Stufe, mit ihrer ganzen 
Begrenzung an andere Stufen 
stoBen muB, so ist es klar, daB 
ihre Oberfliiche ganz in einer 
endlichen Anzahl ihrer Stiitz- 
ebenen liegen muB. Die maxi¬ 
malen Stufen sind somit Polxj- 
eder. Zugleich erkennen wir, 
daB es unter den der Nullpunkt¬ 
stufe benachbarten Stufen ge- 
wisse gibt, welche mit der Null¬ 
punktstufe ebene Partien (nicht bloB Kanten oder Ecken) gemein 
haben und daB die ganze Begrenzung der Nullpunktstufe aus den 
Partien solcher Art besteht. 

Umgekelirt leuchtet jetzt ein, daB, wenn jede Stufe ihre ganze 
Oberflache mit anderen Stufen teilt, die Stufen tatsachlich den Raum 
liickenlos ausfiillen, also je das Volumen 1 haben miissen. Denn an- 
genommen, es existierten dabei noch Liicken und es wiire Q ein 
Punkt in einer Liicke, so kbnuten wir eine Strecke von Q aus nach 
dem Inneren irgend einer Stufe derart legeu, daB diese Strecke in 
ihrem Yerlaufe keiner einzigen Stufe in einer Kante oder einer Ecke 
begegnet; und ware dann P, von Q aus gerecknet, der erste Punkt 
der Strecke, der auf der Oberflache einer Stufe zu liegen kommt, so 
konnte P offenbar nur dieser einen Stufe und keiner weiteren unter 
den Stufen angehoren, was unserer Voraussetzung widersprache. 

Liegt eine beliebige konvexe Figur & vor (Fig. 45), so wollen 
wir jenen Teil von <Z>, welchen diese Figur mit einer figur ge¬ 
mein hat, die durch Spiegelung von O an einem inneren Punkte E 
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Fig. 


von entsteht, die Deckung der Figur 3> 
in bezug auf den Puhkt E nennen. 

Haben nun die Nullpunktstufe und 
die dieser benachbarte Stufe urn A in der 
den beiden gemeinsamen Stiitzebene Seiten- 
flachen (und nicht bloB Kanten oderEcken) 
liegen und ist die Seitenflache der Null¬ 
punktstufe und E der Haibierungspunkt 
von OA, so ist die den zwei Stufen ge- 
meinsame Partie offenbar mit der Decking 

o 

von <P in bezug auf E identiscb. Be- 
achten wir noeh, daB der Punkt E kein Gitterpunkt sein kann, also 
die Koordinaten p/2, q 2, r!2 von E Halften von ganzen Zahlen, 
aber nicht samtlich ganzzahlig sind, so liilit sicli das Ergebnis unserer 
Betrachtung folgendermaBen zusammenfasseu: 

XI. Fine maximale Stufe ist von tauter chencn ScitenfUichen bc- 
grenzt; dabei enthiilt jede Seitenflache wenigstens einm Punkt, dcssen 
Koordinaten Halften von ganzen Zahlen, aber nicht samtlich ganzzahlig 
sind, und es besteht jede Seitenfliiche genau aus ihren Declatngen in 
bezug auf die versch iedenen derailigen in ihr enthaltenen Punkte. 

Wir kbunen diese Eigenschaften der maximalen JA 2-Kbrper 
olrne weiteres auf die maximalen M-Kbrper, d. h. AZ-Kbrper vom 
Volumen 8 in folgender Weise iibertragen: 

Em maximaler M-Kbrper ist ein Polyeder, dcssen jede Seiten- 
fUichc mindestens einen Gitterpunkt mit nicht samtlich durcli zwei tcil- 
barm Koordinaten enthiilt und regdmdfiig genau aus ihren Dcckungen 
m bezug auf die versch iedenen in ihr befimllichen Gitterpunlde besteht. 

§ 5. Die Anzahl der Seitenfliichen eines maximalen 2l/-Korpers. 

Dieses Ergebnis gestattet uns, die grbfitmbgliche Anzahl der Seiten- 
nachen eines maximalen i¥-Kiirpers sowie in derFolgedie genaue Gestalt 
eines solchen Kbrpers zu ermitteln. 

Bs sei ein maximaler il/ Kdrper 
urn den Nullpunkt 0 als Mittelpunkt 
gegeben. Seine Seitenflachen werdeu 
paarweise parallel und zueinander 
in bezug auf 0 symmetriscb sein. 

Es sei A 0 = (p 0 , rj 0 , r 0 J ein Gitter- 
punkt auf der Begrenzung des Kbr¬ 
pers, und zwar liege derselbe im 
Inner on einer Seitenfliiche des Kbr¬ 
pers; derartige Punkte muB ja nach 



Minkowski, diopbaut. Approximationen. 


Fig. 46. 


5 
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§ 4 jede Seitenflacke des Korpers aufweisen (Fig. 46). Dann liegt 
aueli der Gitterpunkt A 0 '=(-p 0 , -q 0 , -r 0 ) auf der Begrenzung des 
Korpers, und zwar im Inneren derjenigen Seitenflache, welche zur 
erstgenannten beziiglick 0 symmetrisch ist. 1st weiter A = (p, q, r) ein 
Gitterpunkt im Inneren einer weiteren, von den zwei vorigen yer- 
schiedenen Seitenfliiche des Korpers, so liegt der Punkt 

b=(Hp-Po)> hr->r 0 )), 

welchei die Strecke AA 0 halbiert, notwendig im Inneren des Kdrpers, 

ist aber vom Nullpunkte verschieden; infolgedessen kormen die Ko- 

oidinaten von niclit samtlicli ganze Zahlen sein ; also nicht die 
Kongruenzen 

P =Pq> q = r = r o (mod. 2) 

samtlicli gleickzeitig bestehen. Fassen wir nun fur jede eiuzelne Seiten- 
flache einen der in ikrem Inneren gelegenen Gitterpunkte ins Auge 
und bilden wir die eckten Reste der Koordinaten dieses Punktes 
modulo 2, so mussen die so erkaltenen Restetripel fur irgend zwei 
Seitenflachen, die nicht speziell als Spiegelbilder in bezug auf den 
Nullpunkt zusammengehoren, stets untereinander verschieden aus- 
fallen. Solcher Tripel gibt es aber iiberhaupt 2 3 = 8, indent jeder 
Rest nur die Werte 0 ? 1 annelimen kann; dabei wird das Tripel 
(0, 0, 0) jedenfalls nicht vorkommen, da die Begrenzung des ilf-Korpers 
keinen Gitterpunkt mit lauter geradzahligen Koordinaten enthiilt; so- 
mit leuchtet der folgende Satz ein: 

XII. Die Anzalil der Seitenflachen eines maxi- 
molen M-Kdrpers (und ebenso einer maximalen 
Stufe) kann hoclistens 2(2 3 — 1) = 14 betragen. 

Solche maximale il/-Polveder kann man 
auch nach Methoden, die wir in der Folge 
kennen lernen werden, ermitteln. Es sind dies 
14-Fliichner (resp. Ausartungen derselben), die 
aus Oktaedern durch Stutzung' der Ecken mit- 
tels entsprechend gefiihrter ebener Schnitte ent- 
stehen (Fig. 47). 

Die liier abgeleiteten Siitze lassen sick auf 
Raume von beliebig vielen Dimensionen iiber- 
tracren. Es zeiert sick, dak im Raume von 
n Dimensionen die maximalen J/-Korper Pol jeder sind, deren Seiten- 
anzalil hockstens 2(2"— 1) betragen kaim. 

§ 6. Die Anzalil der Gitterpunkte auf einem Jf-Kdrper. 

Wir fragen ferner nack der Anzahl der Gitterpunkte, die auf 
der Oberfliicke eines 31 -Kdrpers liegen kbnnen. 



Fig. 47. 
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Es sei urn den NuUpunkt 0 (Fig. 48) ein beliebiger 
gegeben und A 0 = (j) 0y g oy r 0 ), A = (p, g, r) seien irgend 
schiedene Gitterpunkte auf der Obertlache 
desselben. Wir betrachten das von den 
Punkten 

^0 ~ ( Po y ( Ji)> *’ob 

gebildete Dreieck. Der Sckwerpunkt des¬ 
selben, 


3/-Kbrper 
zwei ver- 


<lA, :H> 





B = (i (p - M 5 to - 

liegt unter alien Umstanden im Inneren 
des gegebenen il [- Kdrpers und ist jeden- 
f.alls von 0 verscliieden; er ist daher sicber 
kein Gitterpunkt und mit Rucksicbt darauf kdnnen die Zahlen p . g. r 
nicht alle zugleich den Zublen p 0 , r 0 mod. 3 bzw. kongruent sein. 

Wenu wir also nun fur jeden auf der Oberfliiche des J/ Kdrpers 
gelegenen Gitterpunkt die echten lleste seiner Koordinaten mod. 3 
ins Auge fassen, so konnen unter den so erhaltenen Restetripeln 
kerne zwei gleielien vorkoramen; da es aber uberliaupt nur 3 3 = 27 

solche Restetripel gibt und das Restetripel (0,0,0; bier iedenfalls 
ausgeschlossen erscbeint, so folgt, dab 

XIII. die Obey/lei (he ewes J I-Kbrpers nicht mehr a/s 3 3 — 1 = 26 
Gitterpanlcte entlialten lann. 

Es gibt auch in der Tat 3/-Korper mit 26 Gitterpunkten auf 

der Begrenzuug: ein soldier Jvorper ist z. B. der durch die Un- 
gleichungen 

~ 1 < x < 1, 

1, 

— 1 1 

defimerte \\ urfel; die Koordinaten der auf dessen Oberflache gelegenen 
Gitterpunkte ergeben sich durch Bildung samtlicher KombinatTonen 
aus je einern Werte jeder der drei VVertereihen 

0 , + 1 , 

y~ i> o, +i, 

z ~ n o, +1, 

mit AussehluC der Kombination x = 0, 1/ ~ 0, g — 0 


§ 7. Parallc.lepipede. 

Wir wollen nun die gewonuenen Satze auf 
Korper, zunachst auf Parallelepipede, anwenden. 


spezielle konvexe 
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Es seien drei lineare Formen dreier Variabeln x, y, z mit be- 
liebigen reellen Koeffizienten und nicbt verschwindender Determinante A 

! A', A" | 

A = n, j + 0. (6) 

/ rr : 

\v, V, V 

Wir betrachten als Eichkorper das von den sechs Ebenen 

8-1, 8 = — l, ^ — l, f-i, ?--i (7) 


= lx + Ay + A"$, 

v = yx + py + 

f + l/y -f- t/'#, 


gegeben: 


begrenzte Parallelepiped und wenden auf dasselbe das Theorem (3) 
(S. 61) an. Danach gilt, wenn J das Yolumen des bezeichneten Eich- 
korpers in den Koordinaten x } y , z bedeutet, far das Yolumen 3PJ 
des zugehbrigen 31 -Korpers die Ungleichung: 

3PJ£8. (8) 

Nun ist 

J — JJjdxdydz = ~x\fffdl (lr l dg, 

wobei das letztere dreifache Integral auf den Bereich 

- 1 ^8 <; 1 , - 1 1 , 
zu erstrecken ist, also 


und dies ergibt, in (8) eingesetzt, fiir 31 die folgende Ungleichung: 

M Aj. (9) 

Da die Oberflache des vorliegenden J/-Korpers aus alien jenen 
Punkten (x, y , Z) besteht, fiir welche 


max (i g |, \rj\, |?|) = 31 


ist, und unter diesen Punkten der Bedeutung von 31 zufolge sich 
notwendig auch Gitterpunkte befinden miissen, so folgt aus (9) weiter, 
dafi es ganzzahlige T Verte x, y, z geben mufi, die niclit sdmthch ver- 
schwinden und fiir welche 


also 


max(|g|, \ ij |, ;f |) ^VA \> 


8 £V\A\, n\^VA\, \t\£V\*\ 



wird. Hiermit erscheint derselbe Satz IY (S. 9) bewiesen, welcher 
den Hauptgegenstand des ersten Kapitels bildete und dort durch lein 
arithmetische Betrachtungen abgeleitet wurde. Wahrend aber doit 
die Frage nach den Grenzfalien, in denen das Minimum 31 der drei 
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Formen genau den Wert ) A hat, often blieb, werden wir jetzt diese 
Frage durch eine geometrische Uberlegung vollstiindig beantworten. 

Q ,- # 

Soil M = \ A sein, dann hat das M- Parallelepiped genau den 
Inhalt 8, ist also ein maxi Dialer M- Korper. Daher muB dann eine 
jede Seitenflache desselben, den Ergebnissen des § 4 gemaB, in ihrem 
Inneren wenigstens einen Gitter- 
punkt enthalten und genau aus den 
einzelnen, uutereinander getrennten 
Deckungen ihrer selbst in bezug auf 
die samtlichen in ihr enthaltenen 
Gitterpunkte bestehen. Da nun die 
Seitenflachen ini vorliegenden Falle 
Parallelogramme sind, so werden 
auch ibre Deckungen, wie man leicht 
siebt, parallelogrammatiscbe Form habeu; dabei wird eine jede dieser 
Deckungen notwendig mindestens einen der Eckpunkte der betreflen- 
den Seitenflache mitnehmen (Fig. 49). 

Wir fassen nun irgend eine Seitenflache 
ABCJ) des maximalen ^/-Parallelepipeds und 
einen darin enthaltenen Gitterpunkt P ins Auge 
und bilden die Deckung von AB('l) in bezu<' 
auf P, welcbe etwa jedenfalls den Eckpunkt A 
mitnehmen nidge. Urn zu erkennen, wie sicb 
ABC!) weiter aus Deckungen aufbaut, werden 
wir zunachst zu unterscbeiden baben, ob die 
erstgenannte Deckung nur die eine Ecke A g 
oder nocb eine andere oder alle vier Ecken der 
Seitenflache mitnimmt [Fig. 50, A), B), T)]; 
nur diese drei Eventualitaten sind ofl'enbar 
mdglicb. 

Im Falle A) muB die Seitenfliicbe auBer P 
nocb wenigstens zwei weitere Gitterpunkte ent¬ 
halten. Es sei Q derjenige von den letzteren, 
dessen zugehdrige Deckung die Ecke 1) fort- 
nimmt; dann ist es klar, daB die Deckun<» - en 
urn P und Q aneinander stoBen miissen: denn sonst muBte es weitere 
Deckungen geben, welche gar keme Ecken von ABCD in sicb 
enthalten, was ausgeschlossen ist. Sind nun die Seiten, rait denen 
die beiden genannten Deckungen, urn P und um Q, aneinander stoBen, 
von ungleicher Lange, so ist zu unterscheiden, ob die Deckung um Q 
nur die eine Ecke D oder auch noch die Ecke C fortnimmt; im 
ersteren Falle muB es im Parallelogramm ABCD notwendig noch 
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zwei Deckungen geben, deren jede je eine der noch iibrigen Ecken 
J3, C fortnimmt (big. 51a); im zweiten Falle dagegen ist nur noch 
eine, die Ecke B enthaltende Deckung yorhanden (Fig. 51&). Fallen 
aber die beiden bezeichneten Seiten der Deckungen um P und Q auch 
der Lange nach zusammen, dann kann der noch freie Teil des 
Parallel ogram ms entweder in zwei weitere Deckungen zerfallen 
(big. 51c, d) oder selbst eine Deckung sein (Fig. 51c). 

Im Falle B) gibfc es nur zwei Moglichkeiten: entweder wird 
jeder der noch freien Eckpuukte 7), C durch je eine besondere 
Deckung mitgenommen (Fig. 51/') oder gehoren beide Eckpunkte 
einer einzigen Deckung an (Fig. big). 

Im Falle I") schlieBlich bildet das Parallelogramm selbst seine 
eigene Deckung (Fig. 51 h). 



Fig. 51. 


Hiermit waren alle moglichen Falle erschbpft. Wir sphen zu- 
gleich, daB die Falle a), c) wesentlich miteinander identisch sind und 
d ) bloB einen gemeinsamen Grenzfall dieser beiden Falle darstellt, 
ferner, daB auch b), c), /') im Wesen einen und denselben Fall dar- 
stellen. Daher kommen hier bloB die folgendeu vier wesentlich unter- 
einander verschiedenen Falle in Betracht: a), ?;), g), li), und diese 
werden nun nacheinander zu untersuchen sein. 

Wir konnen dabei der Einfacliheit halber A — + 1, also M = 1 
annehmen. 

Angenommen, es befinde sich unter den Seitenflachen des in 
Rede stehenden maximalen Jf-Parallelepipeds eine solche, etwa in der 
Ebene 5=1 gelegene, welche dem Falle a) entspricht; ihre Seiten 
sollen in der Reihenfolge, wie sie von den Ebenen £ = — 1, 5 = 1, 
Yj = — 1, rj = 1 ausgeschnitten werden, AD, BC, AB, DC lieiBen 
und P, Q, R , S seien die vier Gitterpunkte in den Deckungen dieser 
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Sind danu a lf (i ly 1 die 



* 

V, 




1 

N 

'I 


Seitenflaclie, in der Reihenfolge, wie diese Deckungen die Ecken 
A, D, B. C bzw. mitnehmen (Fig. 52). 

Koordinaten von P im g-, r r , g-System, wobei offenbar — 1 < a t < 0 
— 1 < fi L < 0 ist, so hat R die Koordi- ^ 
naten « l 4 1, /?,, 1, denn es ist PR 
= \AB und PR A B. Mit Ruck sic ht 
darauf, da 11 die Projektion von P Q auf 
AJ) gleicli .V A 7) ist, seien feruer 
fj, -{- 1, l die Koordinaten von Q. Sind > 
nun etwa a", //', c" die Koordinaten 
von P im x-, y -, System, a 4 (l , 

b 4 b", c 4 c' jene von R in demselben 
System, so hat der Punkt (a. b, n, wel- 
cher ebeufalls ein Gitterpunkt ist und 
symbolisch mit R — P bezeichnet werden mbge, im 4, r r , g-Svstem 
dem oben Gesagten gemaB die Koordinaten 1, 0, 0. Sonach gibt es 
im vorliegenden Falle ein System von ganzzahligen Werteu der Ya- 
riabeln x, y, z y und zwar x = a . y = b, z = c, fur welches 


$ 

(a^frW 

i 

S 

% 


% R 

(«i 0 


T = -i 
Fig. 52. 


6-1, b=0, g = 0 


(ID 


wird. In derselben Weise finden wir (lurch Betrachtung des Punktes 
Q ~ P, dab ein anderes ganzzahliges Wertesystem derselben Variabeln, 
etwa (a', b', c ), existiert, fur welches 

V-h i = 0 (12) 

wird, wobei cc 2 — a l = a gesetzt ist. Zu diesen zwei Wertesvstemen 
v°n x, y, z wollen wir noeh das System (a", b", c") hinzulugen und 
die aus dem letzteren hervorgehenden Werte von g, r h £ nunmehr 
der Analogie halber mit 


t = i) = /j", £ = 1 


(IS) 


bezeichnen. Dabei ist zu beachten, dab 


a 


u 


// 


sind. 


F <i 


Die Beziehungen, in welchen die drei den Punkten R — P, 
Q — P, P bzw. als Koordinaten entsprechenden Wertesysteme der 
Variabeln x , y, z zu den zugelidrigen Wertesystemen (11), (12), (13) 
der Formen g, rj, £ stehen, lassen sich in der Matrizen-Relation 


1, a, a 


(ij a', a" 


x, x 

o, C f = u, u" • 6, b’, b 

0, 0, 1 


V, V, 




c, c, 


// 
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zusammenfassen und diese letztere ergibt, da die links stehende 
Uetermmante = 1 und die erstere der rechts stehenden = + 1 i s t: 


Wenden 

formation 



wir nun auf das Zahlengitter in x, y, z die Trans- 


% — a X -{- a Y -f- cl ' Zj 

!/ = bX -f - b Y -f b"Z, (15) 

z = cX + c'Y + 


an, so entspricht vermoge derselben jedem ganzzahligen Wertesjstem 
(X, Y, Z) em ganzzahliges Wertesjstem (x, y, z) und wegen (14) 
auch umgekehrt. Die Transformation (15) fuhrt also das Zahlen¬ 
gitter der x, y, z genau in das Zahlengitter der X, Y, Z iiber; dabei 
erhalten die Punkte JR-P, Q-P, P im neuen Gitter bzw. die 
Ivoordinaten 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 und mit Rucksicht darauf und 
auf (11), (12), (13) gehen die gegebenen Formen §, rj, £ durch die 
besagte Transformation in die folgenden fiber: 

X + a'Y+a"Z, 

Y+ft'Z, (1(5) 

Z. 

Hiermit ist im vorliegenden Falle die Existenz einer unimodidaren 
ganzzahligen Substitution nachgewiesen, icelche das gegebene Formensystem 
(6) in ein spezielles Formensystem (16) iiberfiihrt. Dabei ist die An- 
ordnung, in welcher die Formen (16) aus jenen £, g, f entstehen, gleich- 
gultig; sie hangt bloB davon ab, in welcher der Seitenflachen des 
Parallelepipeds und bei welcher Reihenfolge ihrer Kanten der hier 
vorausgesetzte Fall a) sich darbietet. 

Nicht anders, wie im Falle a), liegen die Dinge in jedem der 
drei weiteren Falle: b ), g), h). 

Fur den Fall b) bleibt die soeben durchgefuhrte Betrachtung 
ohne weiteres giiltig, denn das Vorhandensein eines vierten Gitter- 
punktes S in der betreffenden Seitenflache, wodurch sich der Fall a) 
von jenem b) unterscheidet, war fur die obige Betrachtung vollig 
belanglos. 

Nehmen wir weiter an, es wiirde fur keine der Seitenflachen des 
Parallelepipeds der Fall a) noch der Fall b) zutreffen, es gebe aber 
eine Seitenflache APCD , in welcher der Fall g) statthat, und diese 
liege etwa in der Ebene rj = 1, wobei die Seiten AB\ DC bzw. von 



§ 7. Parallelepipede. 
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V« "<J, 


Vy 

f (K’+U.O) 

S'* 



/,jr-/ 

Fig. 53. 


den Ebenen | = — 1 ? £ = 1 ausgeschnitten werden mogen (Fig. 53). 
Die zwei in dieser Seitenflache befindlichen Gitterpunkte P, Q haben 
dann tp, ^-Koordinaten a , l, 0; 

-b 1, 0; hieraus liiBt sick un 

mittelbar der Gitterpunkt Q — P, (£ = 1, 
f] = 0, J = 0), ableiten; nehinen wir nan 
zu den Gitterpunkten Q — P, P noth ^ 
einen dritten T hiuzu, welcher inner- 
lialb der Seitenflache ^ 

s;<i, hi<i, 5 = i 

liege und £-, ?p, f-Koordinaten /j", 

1 habe, bezeichnen wir ferner die x-, 
y-, ^-Koordinaten der drei Gitterpunkte 
Q — P, P, T bzw. mit 

n, b, c\ a, IS, c; a", //', c" 

und wenden auf das Formensystem ((>) die Transformation an, die sich 

bier genau wie (15) schreibt, so zeigt es sieli wiedorum, wie in den 

fallen a), b), dafl dann das Formensystem (0) in das spezielle (16) 
iibergeht, 

Neh men wir schliefllich an, dafi sich keiner der Falle a), b), g) 
aut den Seitenfliichen des maximaien J/-Parallelepipeds vorflndet, also 
jede Seitenflache desselben gemaB It) iin Inneren blofl einen Gitter¬ 
punkt, und zwar in der Mitte, enthalt: dann haben die drei Gitter¬ 
punkte, welche innerhalb der in den Ebenen 

6 = 1 > V = 1 , 5=1 

bzw. gelegenen Seitenfliichen sich beflnden, bzw. folgende 
Koordinaten: 

1, o, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1, 

und die x-, y-, z- Koordinaten dieser Punkte liefern sonach wiederum 
eine unimodulare gauzzahlige Substitution, durch welche das gegebene 
Formensystem in das folgende iibergeht: ° 

5 = x > v = y, %=z, (nt 

also in den allereinfachsten Spezialfall des Formensystems (16). 

Wir sehen somit, daB in alien vier Fallen eine unimodulare ganz- 
zahlige Substitution existiert, ivelche die gegebenen Formen jj, g, £, abgcsehen 
von der Beihenfolge, in spezielle Formen (16) iiberfiihrt. Es gilt aber auch 
die ymkehrung hiervon: icenn die Formen g, {, abgesehen von der 
Jxeihcnfolge, durch eine unimodulare gauzzahlige Substitution in spezielle 
i or men (16) ubergefuhrt werden liinncn, so ist ihr Minimum fur qanz- 
zahhge x, y, z notwendig = 1. Denn dieses Minimum ist dann jeden- 


r 


>r, t 
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falls gleich jenem der transformierten Formen, diese letzteren aber 
konnen, wie ersichtlich, durch ganzzahlige Werte der Yariabeln nicbt 
samtlich absolut < 1 gemacbt werden, es sei denn so, daB zuoachst 
Z=0, sodann 1=0, schlieBlich X = 0 angenommen wird; das 
letzteie W eitesystem scblieBen wir aber von vomherein aus. 

Hiermit liaben wir fur alle Falle bewiesen, daB 
XIV. das Minimum von drei lincaren Formen £*, rj, £ mit einer 
Determinante ± 1 dann und nur dann genau = 1 wird, und also die 
dfesen Formen entspreclienden Mj2-ParaUelepipede dann und nur dann 
den Baum liiclcenlos erfallen, ivenn eine ganzzahlige Substitution mit 
enier Determinante ± 1 exist? ert, icelche die drei Formen , abgesehen von 
der Beihenfolge, in solche von der spcziellcn Gestalt (16) uberfuhrt. 

XIV'. Im besonderen ist es dann immer moglich , zivei von den 
Formen durch ganzzahligc Werte der Variabeln = 0 zu machen, 
ivdhrend die dntte = 1 ivird. Solcbes tritt niimlich bei den oben 
gebrauchten Bezeichnungen fur x = a, y = b, z = c ein, indem bierfiir 

x=i, r=o, z = o, 

und also 

1 = 1, 1 = 0, t - 0 (18) 

wird. 


Andererseits geht dabei durch die besagte Substitution stets 
mindestens eine der drei Formen (oben war es immer zumindest die 
Form £) einfach in eine der drei neuen Variabeln X, Y, Z fiber; 
da nun jede dieser letzteren sich durch die frfiheren Variabeln x, y , z 
aus (15) linear homogen mit ganzzaldigen Koeffizienten ohne einen ge- 
meinsamen Toiler > 1 ausdriickt, so erkennen wir weiter als 

XIV". eine notwendige Bedingung fur das Eintreten des Grenz- 
falles M = 1 dies, dafi wenigstens in einer der gegebenen Formen die 
Koeffizienten ganzzahlig und ohne gemeinsamen Toiler > 1 sind. 

Den beiden zuletzt hervorgehobenen Umstanden kommt auch 

eine einfache geometrische Bedeu- 
tung zu. Wegen des ersteren Um- 
standes gibt es an einem maximalen 
^/-Parallelepiped mindestens ein Paar 
von gegenuberliegenden Seitenfla- 
chen, die im Innern bloB je einen 
Gitterpunkt, in der Mitte, enthalten 
(oben war von dieser Art die Seiten- 
fiache 1 = 1 mit dem Punkte X— 1, 
y = 0, Z= 0); hieraus folgt, daB die 
maximalen M12-Parallelepipede sich 
im Baume in durchgchende Stiulen 
ordnen , indem jedes von ihnen mit 



Fig. 54. 


§ 8. EUiptische Zylincior. 
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einem Paar gegeniiberliegender SeitenHiichen in deren ganzer Aus- 
dehnung an zwei benachbarte 31/2 Parallelepipede stoBt (Fig. 54). 
Andererseits geht aus deni zweiten der besagten Urastande Fervor, 
dnB sirh die M i2-Parallelepipede in Schichten ordnen , die bier insbe- 
sondere von je zwei sukzessiven der Ebenen 

(t =)/ = ..., - 


3. 

•> « 


.1 1 . 

2 y v ; 


begrenzt werden (Fig. 54). 


§ 8. EUiptische Zylindor. 

Indem wir noch einige weitere konvexe Kbrper in Betracht ziehen, 
werden wir zu Satzen gelangen, welche spater auf die Theorie der 
algebraischen Zalilen Anwendung finden sollen. 

Es seien wiederum drei lineare Fornien dreier Variabeln mit 
niclit versebwindender Detenninante A gegeben: 

p 1 i * 9 . * ft 

5 — A.r + // + A 

'/ = P# + “7/ -f- f*"*, (10) 

f = I'# -f ?/?/ -f 

Diesesmal sollen aber die Koeffizienten von L r. bzw. koniuo-iert-kom- 
plexe GroBen sein ? n 


3 Q + to 

y __ Q + io' 

A" = 

(»"-f ?‘g 

F2 ’ 

V * ’ 

1 2 


' • / 

/ e — io 

a = 

// 

// = 

/ / 

e — / o 

V - 

12 ’ 

r 

P2 


/ / 


/ / 


r f - 

worm o, (/, q", a, o', a" irgend welche reelle Werte sind; die dritte 

l’orm J dagegen habe reelle Koeffizienten. Die Detenninante A ist 

dann eiue rein imaginare GrdBe, da sie bei der Yertauschuno- von i 

nut - i bloB das Vorzeichen andert. Jede der Formen L r/°denken 
- ... * 1 11 1 • ■ _ ' * 


- v, x ui in v: u ^ i 

wir uns in iliren reellen und imaginaren Bestandteil zerleoi: 


worm 


t = y + *i> 

V* "' 


V = 


(p — ixp 

)2 


( 20 ) 


( f = OX + QIJ + q"z, 

= 6x + o'y + g"z 


( 21 ) 


ist. 

Wir nehmen als Eichkorper den Kbrper an, dessen Bereich durch 
die Ungleichuugen 

ll^i. M<;i, |?|<;i, 

Oder, was dasselbe ist, durch die Ungleichuno-en 
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c P 2 + Ip 2 £2 , (23) 

definiert ist. Yerfugen wir tiber das Koordinatensjstem (x, y f z) in 
der Weise, da6 das Koordinatensjstem ( cp , if>, g) sicb als ein gewohn- 
liches rechtwinkliges herausstellt, dann wird jener Eichkorper offenbar 
ein gerader Kreiszylinder , welcber von der Mantelflache 


und den Grundflachen 


cp 2 + = 2 


?=1, f = -l 


begrenzt erscheint. (Sonst ist es ein allgemeiner elliptischer Zylinder.) 

Auf diesen Korper wenden wir nun das Theorem (3) an; danach 
gilt, wenn J das Volumen des Eichkorpers in den Koordinaten x, y, z 
bedeutet, fur das Volumen M S J des zugehorigen itf-Korpers die Un- 
gleichung: 

3PJ< 8; 

9 

da aber das Gleichheitszeichen in (3) nur bei Poljedern statthaben 
kann, so gilt im vorliegenden Falle notwendig das Ungleichheitszeichen 
und wir kaben also 


Nun ist 


M< 




7 d (x, y , z) 

; d(<P,V>,£) 




wobei das letztere dreifache Integral das Volumen des Kreiszjlinders 
(23) in den <p-, ip- f f- Koordinaten ausdriickt, also den Wert 4 % hat. 
Ferner ist nach einem bekannten Satze iiber Funktionaldeterminanten 


da nun 


d(x, y,z) 
d (qp, Tp, 0 


d(x,y,z) ' d(lti,Q . 

d (S, 7], £) d (<p, ip , £) ’ 


d {x, IJy Z) 

d (£, v, £) 


d (I, y, g) = d (|, r\) 
d(<p,V>,£) d(<p,7p) 


ist, so haben wir: 


Es folgt somit: 


und also wegen (24): 


1 

“ A ’ 

1 i 

j/2 1 y 2 

1 — i 

j/2 ' j/2 




d(x, y, z) 
d (<P, g) 


4 Jt 
A 


M< 


v 


(25) 
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Der M- Korper 
gleichungen 


ist nun im vorliegenden Falle durch die Un- 


! < l 


oder auch 


(~y< 2 1 

\Mf ^ U// 31 


El <M, ii < M, 


(26) 


(27) 


charakterisiert, und da seine Obertiache notwendig Gitterpunkte ent- 
halt, so gibt es sonach ganzzahlige Werte x,y.z, die nicht alle ver- 
schwinden und, in £, r h J eingesetzt, die Ungleichungen 

■| / 2 -I 3 / 9 / 9 

m<yl\A\, w\<vl\*\, ui<y ;iai 

bewirken. Hiennit ist der folgende Satz gewonnen: 

XV. Sind drei lineare For mm dreier Yariabehi mit nicht ver- 
schicinden der Determ inante A gegeben, icobei cine der Fonnen reell Id 
und die beiden ubrigen in ihren Koeffizientcn konjngiert-lomplex sind , 
dann gibt es ganzzahlige Werte der Yariabeln, die nicht alle rer- 
schwinden und fur icelche jede der drei Fonnen dem Bctragc nacli 


< 


v: 


AI wird. 


§ 0. Oktaeder. 


Es seien, wie in §7, drei lineare For- 
men £, r/, £ dreier Variabeln x , y, z mit reellen 
Koeffizienten und nicht verschwindender De- 
terminante A gegeben. Wir fassen im ge- 
wohnlichen rechtwinklmen Koordinatensystein 

o j 

der £, ij, £ das Oktaeder ins Auge, welches 
die sechs Punkte 

a n, j) = (± 1,0,0), (0, ±1,0), (0, o, ± 1) 

zu Eckpunkten hat (Fig. 55), dessen Bereich 
also, wie man leicht findet, durch die Un- 
gleichung 

i5i + hi + iti<;i 

gegeben ist. 

Fur das Volumen J dieses Oktaeders in 
den x, y, 2 -Koordinaten haben wir 



V 


J =ffJ dxd y dz = F\fJJ ci t ch idi 

und in der Folge, da jj'/dtdri das Volumen desselben Korpers 
in den £-, rj-, f-Koordinaten, = 8 • £ ist, 






J = 3 j ' (28) 

Denfan wir uns nun den besagten Korper zu einem homothetischen 
ili-lloipei dilatiert und wenden auf den letzteren die Formel (3) an 
so ergibt sich fur M m.t Riicksicht auf (28) die Ungleichung- 

M <L | 7 6 j A j. (29) 

Das Gleichheitszeichen wird hier nie statthabeu konnen, da der Raum 

Wl !,™' zei ? en ' verden > nicht vollstandig von bomologen Oktaedern 
erfullt werden kann. Zum Bevreise dieser letzteren Behauptuno- 
brauchen wir den folgenden Hilfssatz: 

XVI. Eine ebene konvexe Figur, ivelche sich aus einer endlichen 

Anzahl von lauter Figuren mit MittelpunU zusammcnsetzt, besitzf burner 
selbst einen MittelpunU. 


Fiir unsere Zwecke genugt es, diesen Satz bloB fur Polygoue zu 
beweisen. Es sei ein konvexes Polygon gegeben, welches irgendwie 
vollstandig in erne endliche Anzahl von lauter Polygonen mit Mittel- 
punkt zerfallt (Fig. 56). Wir greifen von den Seiten desselben 



irgend eine, AB y heraus und 
denken uns dieselbe etwa hori¬ 
zontal, so zwar, daB die ganze 
Figur unterhalb AB zu liegen 
komrat. Nun suclien wir in 
jedem einzelnen der Teilpoly- 
gone, aus denen sich die ganze 
Figur zusammensetzt, jede exi- 
stierende horizontale Seite auf 


Fi e- 56 - und bringen ihre Lange jedesmal 

mit dem Vorzeichen -f- oder — 
in Reclaming, je nachdem das betrehende Teilpolygon unterhalb oder 
oberhalb an sie angrenzt. Da die Teilpolygone lauter Figuren mit Mittel- 
punkt sind, erhalten wir dadurch fur jedes einzelne und also aucli fiir 
alle zusammen ein yerschwindendes Aggregat von Strecken. In diesem 
Gesamtaggregat linden wir alle diejenigen horizontalen Strecken, 
welche Teilpolygone trennen und im Inneren der gegebenen Figur 
verlaufen, einerseits mit positiver, andererseits mit negativer Gesamt- 
lange vertreten, sodann die Strecke AB ihrer ganzen Lange nach 
positiv gerechnet, und miissen daher endlich, weil eine konvexe Figur 
niclit mehr als zwei horizontale Strecken auf der Begrenzung dar- 
bieten kann, notwendig die tiefstgelegenen Punkte des gegebenen Poly¬ 
gons sich zu einer horizontalen Seite B'A desselben yon gleicher Lange 
wie AB vereinigen. Hiermit ist zunachst erwiesen, daB die Besfrenzunsr 
des Polygons aus Paaren von paraUelen Seiten gleicher Lange besteht. 


§ 9. Oktaeder. 
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Ein Polygon von diesem besonderen Charakter bat aber notwendig einen 
Mittelpunkt, unci /.war ist dies irn vorliegenden Falle der Scbnitt- 
punkt 0 der Geraden A A\ BB'\ denn dieser let/.tere lialbiert jede 
durcii ilm gelegte Sebne des Polygons, was man leicht einsiebt, wenn 
man die Begrenzung des Polygons von BA bzw. BA a us in gleichem 

o %f cj p 

(Tmlaufssinne fortsetzt. 

Der Satz X\ I lalit sieli aucli ant' den Kaum iibertragen, wo er, 

r) 7 " 

wie folgfc, lautet: 

XVP. 11 enn cm Iconvexrr Korper suit a ns tuner endUehen Anzahl 
von tauter Kbrpern wit Alittelpunkt zusammtmsetzt , so hat er stets 
selbst eiuen Mittelpunkt. 

1st dabei der Korper ein Polveder, so kanu man durcb eine der 
obigen anaioge Betracbtung /.eigen, dab dieses Polveder von Puarrn 
parade!cr Sedenflde/ieu yleuhen Kldchen/nhalts begrenzt sein nnib: der 
Nacbweis aber, dab ein Polyeder von dieser let/.teren Eigenscbaft 
notwendig einen Mittelpunkt bat, gestaltet sicb scbwierig nnd er- 
fordert ein tieferes Eindringen in die I heorie der konvexen Korper 
(vgl. Gbttinger Nacbricbten, Matb.-pbys. Kl. 1 SOT, pag. 216). 

Kehren wir nun zum vorliegenden Falle des Oktaeders zuriick. 
Angenommen, es liige ein M -Oktaeder vom Maximalvolumen 8 vor; 
damn sollte jede Seitenfliiche desselben wenigstens einen Gitterpunkt 
im Inneren entbalten und genau aus ihren Deckungen in bezug auf 
die samtlicben in ibr befindlicben Gitterpunkte besteben. Da nun 
die Deckung einer konvexen Figur notwendig eine konvexe Figur mit 
Mittelpunkt ist, so zertiele biernacb jede Seitendiicbe unseres inaxi- 
malen M- Oktaeders, wie iiberbaupt eines jecleu maximalen J/-Poly- 
eders, in eine endlicbe Anzabl konvexer Figuren mit Mittelpunkt, mubte 
also nacb clem soeben fur Polygone bewiesenen Hilfssatze XVI stets 
selbst einen Mittelpunkt haben. Letzteres trifft aber bei Oktaedern 
nicbt zu} bieimit ist die Unmoglicbkeit ernes 31 -Oktaeders vom 
\ olumen s und also der liickenlosen Erfullung des Kaumes durcb 

bomologe Oktaeder dargetan und es gilt daher in (29) notwendio* 
das Ungleicbbeitszeicben: ° 

31 < {/ 6 A |". 

Aus dieser Ungleicbung folgern wir durcb eine schon wiederbolt an<r e - 
wandte Uberlegung den Satz: ° 

XML Sind t, r h £ drei tinea re reelle Formen dreier Variabeln wit 
nteld versch windender Deter min ante A, so gilt es stets yanzzahligc Werte 
der Variabeln , die niclit sdmtlich verschwinden und fiir wet cite 

+ V\+ 5 <L / 6 A! 


ivird. 
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Wegen 

nm < ^ j l+|g| (30) 

folgt aus diesera Satze weiter insbesondere der nachstehende: 

XVII'. Es gibt immer ganzzalilige Werte der Variabehi, die nicht 
samtlich verscliwinden und fur icelche 

\Ui\ <y ! A i 

ivird. Dieser letztere Satz wird in der Theorie des kubischen Zahl- 
korpers eine wichtige Anwendung fmden. 

Was die zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen 
Mittel dreier nicht negativer Grofien bestehende Ungleichung (30) 
betrifft, so bieten sich dafiir hier folgende Beweise dar. 

Erstens: Wir betrachten den Ausdruck 


a r +b r +c r 


f. 



worin r einen variablen Parameter und a, b, c irgend welche nicht 
negative Konstanten bedeuten, welch letztere wir zunachst als nicht 
samtlich eiuander gleich voraussetzen wollen. Fiir r = 1 geht dieser 
Ausdruck in das arithmetisclie Mittel der drei Grofien a, b, c fiber; 
dagegen haben wir ffir r = 0: 


lim 

r = 0 


a r + b*+ c 
3 


-y- 1 ™ ( 

/ r = 0 v 


,r log a 


e rl °K 6 _f_ e rl °8C 


y- 


1 log (a be) 



Es lafit sich zeigen (vgl. Geom. d. Zahl. p. 118), dafi der Ausdruck (31) 
stets gleichzeitig mit r wachst und abnimmt, und so folgt hieraus: 

a 4 - b 4 - c 3 /— 

~ 3 x ~ >yabc. 

1st aber a = b = c, so haben wir unmittelbar: 

a + b + c _ fabc. 

o 

Ein anderer Beweis ergibt sich bei samtlich positiven a, b, c aus 
der Betrachtung der Flache 

£*7? = abc 

im positiven £ - Oktanten. Diese Flache ist fiberall konvex und 

wendet ihre konvexe Seite bestandig dem Nullpunkte zu; sie hat die 
drei Koordinatenebenen zu asymptotischen Tangentialebenen. TV ir denken 



$10. Doppelkegel. 



uns an diese Flaclie im Punkte (ty a be, \'ahc, abc) die Tangential- 
ebene gelegt; dieselbe hat die Gleichung: 

1(6+ »» + £) = fabc. (32) 


Ein beliebiger Punkt der Flache liegt dann, wofern er nicht gerade 
mit dem Beriihrungspunkte selbst zusammenfallt, iminer auf jener 
Seite der Tangentialebene (32), auf welcher sich der Nullpunkt nicht 
befindet; dies gilt insbesondere aucli fur den Punkt (a y b, c ) und fur 
diesen folgt daher aus (32) die Ungleichung: 


a -{- b -f- c 
3 



q. d. e. 


§ 10. Doppelkegel. 

Es seien, wie in § 8, £, i] zwei konjugiert-komplexe uud £ eine 
reelle lineare Form der drei Variabeln x y y y j, wobei die Determinante 
A der Koeffizienten der drei Formen nicht verschwinden soli; ferner 
sei wiederum 

o <p -j- lip _ rf — iip 

* ~ y-2 ’ ~ y 2 ’ 

worin (p, ip reell sind. Wir fassen die Gesamtheit jener reellen Werte- 
systeme ( x , y , z) ins Auge, fur welche 

otler, was dasselbe ist, 

| y r 2(<p 1 + n> r ) | + |t|^i 

wird. Der Bereich der Wertesysteme (cp y ip y £), welche der letzteren 
Ungleichung geniigen, bildet, auf ein gewohnliches rechtwinkliges 
Koordinatensystem (<p, xp, £) bezogen, einen Doppel-Kreiskegel, dessen 
Spitzen auf der £-Achse i n Abstiinden 1 vom Nullpunkte liegen und 
dessen Basis von dem in der cp-xp- Ebene gelegenen Kreise 

<p 2 + V = i 

gebildet wird. Das Volumen dieses Korpers in den (p- y xp- y £-Koordinaten 
betriigt jt/3, also das Volumen in den x- y xj- y ^-Koordinaten 

Mithin gilt fur den zugehorigen M- Korper nach (3) die Ungleichung: 

und zwar kann hier, da der Korper kein Polyeder ist, nur das Un- 
gleichheitszeichen statthaben. Wir erhalten somit den Satz: 

Minkowski, diopliaut. Approximationen. (j 
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XVIII. Zu zwei honjugiert - komplexen temdren linearen Formen 
rj und einer dritten reellen Form t, wobci die Determinante A der drei 
Formen nicht verschwindet, lassen sick immer ganzzaUige, nicht ins- 
gescimt verschwindende Werte der Variubeln angeben, fiir welche 

HI + V\ + \t\<2^*JE 

wird. 

Gehen wir wiederum vom arithmetischen zum geometrischen 
Mittel liber, so ist hiermit 

XVIII'. miter den gegebenen Vor aussetz ungen auch die Existenz von 
ganzzaliligen Werten x, y , z nochgewiesen, die nicht samtlich verschwinden 
und fiir welche 

It / 8 I^I 

^ s I < ~hr 

wird. 


§ 11. Dicliteste Lagerung kongrnenter homologer Korper. 

Wahrend das Volumen M S J eines M- Parallelepipeds die obere 
Grenze 8 unter Umstanden wirklich erreicht, gilt fiir die drei weiteren 
von uns behandelten Korper, und zwar fiir den Zylinder, das Oktaeder 
und den Doppelkegel, in der Ungleichung (3) notwendig nur das 
Ungleichheitszeicben. Wenn es nun fiir jeden einzelnen dieser drei 
Korper bei beliebig variierenden Koeffizienten A, A', • • •, v" in den 
Formen {*, rj, g einen Maximalwert von M S J gibt, — was wir in der 
Tat zeigen werden, — so muB derselbe jedesmal unterhalb 8 liegen. 
Die Methoden zur Bestimmung dieses Maximalwertes wollen wir jetzt 
ailgemein in Angriff nehmen. Dabei konnen wir, anstatt das Zahlen¬ 
gitter in x , y , z festzuhalten und das Koordinatensystem der £, r\, £ 
resp. der cp , ip, £ und mit. diesem zugleich den darin gegebenen M- 
Korper gemaB den Anderungen von A, A', • • •, v" zu variieren, hier mit 
mehr Vorteil (vgl. Kap. II, § 14) umgekehrt das £-, rj-, £- resp. cp-, ip-, £- 
System und darin den M -Korper festhalten, hingegen das Gitter in 
x, y, z entsprechend variieren. Dieses letztere Gitter wird dann also 
derart zu bestimmen sein, daB J\PJ dafiir ein Maximum wird; da aber 






ist, wobei das Integral iiber den betreffenden Eichkdrper zu erstrecken 
ist, und da ferner das Volumen des Eickkorpers in den )]-, £- bzw. 
in den cp-,ip -,£-Koordinaten wahrend der Variationen, die wir vornehmen 
wollen, konstant bleibt, so fragt es sich hiernach lediglich um das 

M 3 

Maximum von — 7 . 


§ 11. Diehteste Lageruug kongruenter homologer Korper. 


83 


Denken wir uns nun in den Gleichungen (t>) bzw. (19) alle GroBen 
A, A, --, r" mit einer willkiirlichen positiven Konstante r multipliziert. 
Dies wird geometrisch unter Festhalten der g-, f-Koordinaten anf 
eme Dilatation des x-, y-, ^-Gitters im Verhiiltnis r: 1 hinauslaufen. 
Der in dem so gewonnenen neuen (Jitter mm gegebenen Eichkorper 
gehbrige M- Korper wird daher aus dem M- Korper des urspriinglichen 
Gitters ebenfaUs dureh eine Dilatation im Verhaltnis r : 1 hervor- 
geben und daher zum Parameter nicht mebr den friiheren Wert M 

sondern r.V haben. Andererseits geht dabei gleichzeitig A in 

A* = r^A iiber, so dab 6 

31*' _ .1/ 

A* ~ A 

wird, also der Ausdrnck , anf den es uns allein ankoramt, dabei 

semen Wert nicht andert. Mit Rucksicht darauf nehmen wir speziell 
r 1/M, also J/*= 1 an und unsere Aufgabe liinft dann darauf 

hinaus, die Bedingungen und den Wert des Maximum* von \ , oder 

des Minimum von , zu suchen. Wenn wir noeh der Einfachheit 

hall.er fur die GroBen rX, rX\ ■ ■ tv", A* wieder bzw. die Bezeieh- 

nungen A, , ■ ■ ■, v , A eiufiihren und beachten, daB ;A mit dem 

p r, '< bzw - f ’ *-> s Koordinaten bereehneten Volumen des 

1 arallelepipeds 

identisch ist: °^ <1 > «£*<! (33) 

JJfdtdrjdS bzw. J-JJd tf dg.d>= Aljj'fdjdgdz = A. 

so konnen wir nunmehr unsere Aufgabe folgendermaBen ausspreehen 
wobei wir uns fiir das Parallelepiped (33) hier, wie in der Foie de^ 
Bezeichnung Grundparallelepiped, soil, m den Koordinaten * » / be 

dieneu wollen: ’ ’ e " 

In einem festm Koordinatensi/stem der £ t h?ir , r b y •* i 

fte* Vlr K '•<“*o 

Jf mi . f Men Oitter in x,g,z mit dem Xullpunlte 0 nefunden 

JU-Kiirp” ™vZl, Z,rZ K " llp " 11 * b ***** gegebenen 
no* in ,le, fulgenden Variant. aTpretb'* Aufg,ll> * *" cl 


6* 
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III. Zahlengitter in drei Dimensionen. 


Unendlich viele gegebene kongruente konvexe Korper mit Mittelpunkt 
sollen im Raume parallel orientieit und derart angeordnet sein , daft 
keine zivei dieser Korper ineinander eindringen, wahrend die Mittel¬ 
punkt e der Korper ein dreidimensionales Punktgitter bilden; wie ist die 
Anordnung dieser Korper einzuricliten , damit der von denselben nicht 
erfiillte Baum mbglichst ldein ausfallt? 

Es wird also, kurz ausgedriickt, nach der dichtesten gitterformigen 
Lagerung homologer kongruenter konvexer Korper mit Mittelpunkt ge- 
fragt; dabei sind unter homolog (scil. in bezug auf ein Zahlengitter) 
allgemein solclie Gebilde zu verstehen, die durch Translationen um 
ganzzahlige Werte der Gitterkoordinaten auseinander hervorgehen. 

Es leuchtet vor allem ein, dafi bei einer solcken dichtesten Lage- 
rung der Korper jeder derselben an gewisse andere anstofien, also den 
Charakter eines 31/2 - Korpers (einer „Slufe“) haben wird. Wir wer- 
den nun zeigen, daB jeder der Korper dabei in einer ganz bestimmten 
Weise an eme gewisse Folge der iibrigen Korper anstoBen muB. Zu 
diesem Zwecke werden wir aber vorerst unserer Aufgabe eine ana- 
lytische Formulierung geben milssen und hierzu ist vor allem eine 
analytische Definition des konvexen Korpers erforderlich. Der Ableitung 
dieser letzteren wollen wir uns jetzt zuwenden. 


§ 12. Aiialytischer Charakter der konvexen Korper. 

Wir denken uns im Raume ein festes Parallel-Koordinatensystem 
der £, )], £ und es sei darin ein beliebiger konvexer Korper K ge- 

geben, der keinen Mittel- 

__^ O' 

punkt zu haben braucht, 
A \ aber den Nullpunkt 0 des 

\P‘(£,yA) \ Koordinatensystems im 

/ \ , \ Inneren enthalte. Wir de- 

j \ ?' h/ '’ \ finieren eine Funktion 

1 \ _ L I 0 in ^gender 

7vx ! Weise: Fur die Punkte der 




Fig. 57. 




A / A) ^ *’•*’"* Begrenzung von K soli 

• \ 'o/vF ”/ 9>(S, >b f) = 1 ( 34 ) 

' V /P / 

\ \ sein; bedeutet dagegen 

\ ‘f' P = (l n, f) einen Punkt 

in dem auBerhalb oder 
^ innerbalb der Begrenzung 

F «g von K befiudlichen Raume, 

so kiinnen wir uns K zu einem dazu beziiglich 0 homothetiscben 
Korper derart dilatiert denken, daB die Begrenzung des neuenstandenen 
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§ 12. Analytischer Charakter der konvexen Korper. 



Kbrpers durch P geht. (Fig. 57), und ist /: 1 das hierzu erforderliche 
Dilatationsverhaltnis 1), so setzen wir fur die Koordinaten von P: 

v (i, v, S) — <; (35) 

fur den Nullpunkt nehmen wir so insbesondere 


(f (0, 0, 0) = 0 (36) 

an. 

Es gilt alsdann fur niclit negatives t und beliebige £, r iy g stets 
die Beziebung: 

tn, = *<?{%, r h g); (37) 


die Funktion <p(£, g) ist danach in ihren Variabeln homogen von 
erster Ordnung. 

Den Wert cp (£, 77 , g) wollen wir als die Strahldistanz des Punktes 
(£, r;, g) vorn Nullpunkte und K als den Eichkorper dieser Strahl- 
distanzen bezeichnen; der Bereich des Eiclikdrpers ist durch die Un- 
gleichung 

(38) 

definiert. 

Die Voraussetzung, daB der Eichkorper ein konvexer Korper sei, 
zieht eine weitere Eigentumlichkeit der Funktion qp(|, r h g) nach sich. 
Es seien 

® (£2 y Vi y £ 2 ) 

zwei beliebige vom Nullpunkte 0 verschiedene Punkte mit den Strahl- 
distanzen t x bzw. t 2 von 0 (Fig. 57). Wir denken uns die Schnittpunkte 

der von 0 nach P x bzw. P 2 gehenden Strahlen mit der Oberfiache 
des Eichkorpers, und zwar 



Vt £,\ 

«* ’ tj’ 


als Massenpunkte, mit den Massen bzw. behaftet; das System 
dieser zwei Massenpunkte hat dann den Punkt 


(Zi+J* Vi ±3i £1 +£*\ 

' *1 + * h-F \ + t t ) 


zum Schwerpunkt und da dieser letztere jedenfalls in der Strecke 
Qi Q 2 liegt, diese Strecke aber, sobald der Eichkorper konvex ist, stets 
vollstiindig dem Bereiche desselben angehort, so folgt gemaB (38): 


, * U+f,’ 

Oder wegen (3/): 

<p di+ is, > 2 ,+ Vi, ?i+ y ^ t t , 
und sonach, der Bedeutung von t,, t 2 zufolge, 

9°(ii+ is, r /i+ Vi, ?,+ s t ) ^ 9>(ii, Vi, Si) + v (is, y. 


(39) 
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Diese Beziehung (89) muB also fur beliebige Werte £ « t £ « t 
bostohen, dam it der Korper (38) konvex sei und umgekehrt: besteht 
diese Beziehung fur beliebige r lv £„ g„ so ist, wie man leicht 
ruckschlieBend erkennt, der Korper (38) tatsiichlich konvex. 

Die Funltionalungleichung (39) ist somit fiir die Iconvexen Korper 
charaUerishsch Jede Function rp (£, n , 5), welche stets, aufier fur die 
Argumente 0, 0, 0, positiv ist, die Gleichung (37) fiir alle Werte t > 0 er- 
fullt und dabei der Funltionalungleichung (39) Geniige leistet, defniert, 

1 gesetzt, e/nen Iconvexen Korper, und zicar einen solchen, der den 
JSIullpunlct als inneren Punlct enthalt. 

Sind P, Q zwei beliebige Punkte im Koordinatenraume und P 
derjemge Punkt, fur den der Vektor OR gleich dem Yektor PQ ist 
so defimeren wir die Strahldistanz PQ (von P nach Q) als mit der 
Strahldistanz OR (von 0 nach P) identisch. Dies vorausgeschickt 
stellt sich die Funktionaiungleichung (39) als eine Forderung heraus' 
daB die Summe der Liingen zweier Seiten im Dreieck nie kleiner sei, 
als die Lange der dritten Seite, wenn wir dabei statt gewohnlicher 
Langen die hier definierten Strahldistanzen in Betracht ziehen. Denn 
wird eben P = (| 1 , %,f,), R = (£ 2 , r) i) £ s ) und in der Folge Q = 

(li+ l 2 . Vi+ V i} £i+ §,) angenommen, dann bedeutet die Ungleichuno- 
(39) fur die Strahldistanzen OP, PQ= OR, OQ im Dreieck OPQ 


folgendes: 


OQ^OP+ PQ. 


Soli noch ein konvexer Korper (38) einen Mittelpunkt im Null- 
punkt kaben, so muB zu den zwei Bedingungsgleichungen (37), (39) 
fur die Funktion cp (£, rj f £) offenbar iiberdies 


? (- 6 , - v, - 6) = <p (5, v, t) (40) 

als dritte Bedingungsgleicbung binzukommen; und es gilt auch die 
Umkehrung kiervon. Im iibrigen laBt sich diese dritte Gleichung mit 
jener (37) zu einer einzigen folgenden vereinigen: 

welche fur beliebige reelle t, £, g zu gelten hat. 

Es ist nocb zu bemerken, daB wenn mit dem Koordinatensystem 
der £, rjj f ein Zahlengitter in x, y , z durch Transformationsgleicbungen 
( 6 ) verbunden ist und durch diese letzteren die Funktion <p (£, 77 , f) 
etwa in die Funktion F(x, y, z) iibergeht, dann die fiir die Funktion 
Vi 0 eigentiimlichen Beziebungen (37), (39), (40), welche zu- 
sammengenommen den Korper (38) als konvexen Korper mit Mittel¬ 
punkt charakterisieren, durch die genannten Transformationsgleichungen 
wiederum in ganz analoge Beziehungcn fiir die Funktion F(x f y,z) 
iibergehen, so daB hernach die Ungleichung 



§13. Relative Dichfce zweier Gitter. 




F(x,y,z\ <( 1 

denselben konvexen Korper mit Mittelpunkt in deniselben analytischeu 
Sinne darstellt, wie die Ungleichung (3£i. 


§ 13. Relative IMchte zweier Ritter. 


Fur die Behandlung der in >5 11 gestellten Aufgabe werden wir 
ferner Hilfsbetrachtungen uber lineare Substitutionen init ganzzahlieren 
Koeftizienten brauchen, die wir an dieser Stelle, und /war ebenfalls 
in geometrischem Gewande, ausfuhren wollen 

^ ir denken uns ein Zahlengitter in a\ ?/, ~ gegeben und crreifen 

O / «/ / O 1 ' * 

aus deniselben irgend drei Gitterpunkte heraus, 

yPv f lv * 1 G B — (jKy 72J ^ '2 b ^ ~ (/s» *"3 b ( 4-1 ) 

die vom Nullpunkte 0 versehieden seien und mit deniselben nicht 
saintlich in einer Ebene liegen sollen. Es ist dann 


Pi, 

P -2 y P: 1 


B = <1\, 

f h, ( !i =H G. 

(42) 

\ r i> 

* 2 > * s 



Wir baueu unter Zugrundelegung des Tetraeders OABC als Funda- 
mentaltetraeders ein neues Koordinatensjstem der A, Y, Z auf, welches 
mit dem gegebenen der x,y,z durch die Transformationsgleichunaen 

o n 

x = Pi X + P-2 i t^ 3 Z, 

V = ( h X + q 2 i + q z Z , (43) 

z ~ A -f r, 1 -j- >* 3 / 

zuaammenhangt; d. h. zu jedem Punkte S = {pc,y,g) bestimmen wir 

X, Y, Z so, daB der Vektor OS sich mit den Vektoren OA OB 
OC durch die Relation 


OS = X- OA + }'• 0B + Z OC 

verbunden erweist. Aus den Gleichungen (43) drucken sich dann 
X , Y, Z durch x, y , z in Formen 


X = + Q x y + R l s 9 

Y = P 2 x+Q,y + R 2 z, 

Z = P s x + Q,y + R i2 

aus, wobei 

p i> Qi, fti 

F, Qu 1U = l 
P 3 , Q 3 , Ii 3 



ist. 


(45) 
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Jeder Gitterpunkt in X, Y , Z wird nun zugleich ein Gitterpunkt 
in x,y, z sein; soil auch umgekehrt jeder Gitterpunkt in x, y ) z ganze 
Zahlen zu X-, Y-, Z- Koordinaten erhalten, so miissen insbesondere 
auch die drei Punkte 


foy,*)-(i,o,o), (0,1,0), (o,o,i) 

ganzzahlige X -, Y-, Z- Koordinaten aufweisen, und da diese letzteren 
Koordinaten init den Koeffizienten P 1? ft, - -, R s in den Transforma- 
tionsgleichungen (44) bzw. identisch sind, so muB hiernacb auch die 
Determinante (45) eine ganze Zabl sein: letzteres ist aber, da D selbst 
eine ganze Zahl 4= 0 ist, nur so moglich, daB 

D = ±l 

ist. Hat umgekehrt diese letztere Bedingung statt, dann ergibt sich 
auch aus (43) fiir jedes ganzzahlige Wertesystem ( x, y , z) ein ganz- 
zahliges Wertesystem (X, Y, Z) und sind dann also die Gitter in 
x , y , z und X, Y y Z wirklich miteinander identisch. In diesem Falle 
kann also das Grundparallelepiped G in X, Y y Z y definiert durch 


o ^ x < i, o^r<i, o<:x<i, (46) 

zur Konstruktion des Zahlengitters in x,y,z ebensogut dienen, wie 
das Grundparallelepiped in x, y, z 

0£x<l, 0£y<l, 0£z<l, . (47) 


und daher werde es ebenfalls als ein Grundparallelepiped fiir das 
Zahlengitter in x, y, z bezeichnet, wahrend jenes (47) speziell das 
Grundparallelepiped in x , y, z heiBe. 

Es moge jetzt D einen beliebigen (scil. ganzzahligen, von Null 
verschiedenen) Wert + ± 1 haben. In diesem Falle werden wir zu- 
nachst beweisen, daB \D\ mit der Anzahl derjenigen Gitter punkte 
(. x , y, z) zusammenfdllty tvelche don Grundparallelepiped G der X, Y, Z 
angehoren. (Im Falle D = ± 1 ist ja diese Tatsache evident und 
trivial.) In der Tat: Zunachst ist | D mit dem in den x-, y-, z- Koordi¬ 
naten berechneten Volumen des letztgenannten Parallelepipeds G 
identisch, denn fur dieses Volumen ergibt sich: 


fffw - /&r% 


Iff 


dXd YdZ = I D 


Nun denken wir uns im Gitter der x y y , z y welches als ein ge- 
wohnliches rechtwinkliges angenommen werde, um den Nullpunkt 0 
als Mittelpunkt einen groBen Wiirfel mit den Ecken (+&, i^) 

beschrieben, wobei Q eine ganze Zahl bedeute, iiber die noch veiliigt 
werden soil; dann enthalt dieser Wiirfel (2Q -f- l) 3 Gitterpunkte (x, y , z) 
und hat im Gitter der x y y,z das Volumen 8Q 3 . ^ ir betrachten 

weiter die in diesem Wiirfel gelegenen Gitterpunkte in X, Y, Z und 
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denken uns einem jeden dieser Punkte ein Parallelepiped zugeordnet, 
welches den betreffenden Punkt zum Mitte lpunkte hat und dem Grund- 
parallelepiped G homolog (vgl. S. 84) ist. 

Es sei ferner d eine solche gauze Zalil, daB fur alle dem Grund- 
parallelepiped G angehorenden Punkte ( x , y, z) stets 

| x I < d , | ?/1 < d , \z\ < d 


bleibt; dann laBt sich G in einen Wurfel mit Kanten bzw. parallel 
den x-y ij-yZ- Achsen, der Kantenlange 2d und dem Mittelpunkt im 
Nullpunkte vollstiindig einschlieBen. Wir nehmen endlich noch Q > cl 
an. Alsdann wird der Korper, welcher von den vorhin konstruierten, 
zu G im X-, F-,Z-Gitter homologen Parallelepipeden gebildet wird, 
ganz in dem Wurfel mit den Ecken (rf (& -H?), ± (Q + tf), ± {Q-\-d)) 
enthalten sein und mindestens ganz den Wurfel mit den Ecken 
(+ (Q — d) f + (Q — d ), + (Q — d)) in sich enthalten; somit gilt fur das 
Volumen V dieses Korpers die Ungleichung: 

8(Q — d) 3 <: V £H(Q + ,/)\ (48) 

Dieser Korper vom Volumen V besteht, zufolge der Bedeutung 
von 7)j, aus genau V/\D dem Grundparallelepiped G homologen 
Bereichen. Ist nun N die Anzahl der in G, also im Bereiche (46), 
gelegenen Gitterpunkte (x, */, z), so enthalt danach der besagte Korper 

insgesamt ,-j^ N Gitterpunkte [x, y, z)*) und diese letzteren sind 

einerseits samtlich unter den (2Q + 2d + l) 3 Gitterpunkten des Wurfels 
mit den Ecken (+ + (Q+d), + (Q-{-*/)) enthalten, andererseits 

begreifen sie alle diejenigen Gitterpunkte in sich, welche im Wurfel 
mit den Ecken (+ (Q— d ), + (Q — d) , + (Q — </)), und zwar in der An¬ 
zahl (2Q — 2d+ l) 3 , vorhanden sind. Es ist daher 


(2Q-2d+l)*£ - V J} N (2Q + 2d+ l) 3 . 

Aus (48) und (49) folgt nunmehr durch Division: 

/2Q —2d+l\3 N ^ / 2Q + 2d +l\3 
V + ) = \J) = m-d) 7 


(49) 


oder 


l — 


(l - 4 


Q 


■+4 ! " 1 ■ I 


und da diese Beziehung fur ein beliebig groBes Q gilt, die beiden 

•) Dabei ist zu beachten, daB von der Begrenzung des in Rede steheuden 

° r per8 vermoge seiner Definition nur gewisse Partien zum Bereiche des Korpers 
zu zahlen sind. F 


ct/l 





90 


III. Zahlengitter in drei Dimensionen. 


auBeren Ausdrucke darin aber sich fur unbegrenzt wachsendes Q der 
urenze 1 niihern, so muB notwendig 


JL-i 

D 1 


oder 

E=\D\ 

sein, was zu beweisen war. 

Den Quotienten 1/N=1/\D\ wollen wir als die relative Diclite 
des enthaltenen Zahlengitters der A', Y f Z zu dem enthaltenden Zahlen- 
gitter der x, y , z bezeichnen. 

§ 14. Adaption eines Zahlengitters in bezng auf ein enthaltenes 

Gitter. 

Wir werden nun fur den Fall, daB jX>| > 1 ist, also beide Zahlen- 
gittei , das in x,y,z und jenes in X, Y, Z, miteinander nicht iiber- 
emstimmen, unter alien moglicken Grundparallelepipeden fur das Gitter 
in x , y , £ ein spezielles in eindeutiger Weise mit Rucksicht auf das 
Grundparallelepiped G in X, 1", Z heraussucken. 

Wir wollen aber zuerst die analoge Aufgabe fur zweidimensionale 
Gitter bekandeln. 

Wir greifen da in einem zweidimensionalen Gitter der x, y zwei 
vom Nullpunkte 0 verschiedene und mit demselben nickt in einer 
Geraden liegende Gitterpunkte 

i , . , X = (p n f/J, B = (j) 2 , q 2 ) 

heraus, wobei also 

Pi y Pi 


+ o 


(50) 


( h y 0. 2 

ist (Fig. 58). Wir ergiinzen das Dreieck 0AB zu einem Parallelo- 
gramm OAEB mit AB als Diagonale und nekmen an, daB der 

Inkalt des letzteren \2\q 2 — QiPi\ 
> 1 ist; dann folgt aus einer Uber- 
legung, welche der soeben fur 
den Raum angestellten ganz ana- 

O O 

log ist, daB das genannte Paralle- 
logramm auBer seinen Eckpunk- 
ten notwendig noch weitere Gitter¬ 
punkte enthalten muB. Um nun 
daraus ein anderes Parallelogramm 
abzuleiten, welches zu Eckpunkten 
ebenfalls Gitterpunkte haben, aber 
keine weiteren Gitterpunkte ent¬ 
halten soli, fixieren wir zunachst 
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auf der Strecke OA denjenigen von 0 verschiedenen Gitterpunkt A, 
welcher am niichsten an O liegt. (Mbgiicherweise kann aucli A mit A 
identisch sein.) Durch fortgesetztes Abtragen der Strecke OA von O 
aus aui der liach beiden Seiten verliingerten Geraden OA erhalten 
wir weitere Gitterpunkte auf der letzteren und in dieser Weise wer- 
den sdmthche auf dieser Geraden gelegenen Gitterpunkte hervorgehen: 
denn liige auf der Geraden zwisrhen irgend zwei benachbarten der so 
erhaltenen Gitterpunkte irgend ein sonstiger Gitterpunkt, so wiirde sich 
aus ihm durch diejenige Translation des Koordinatensvstems, welche 
jene zwei benachbarten Gitterpunkte bzw. in O, A iiberfuhrt, ein Gitter¬ 
punkt auf der Strecke zwischen O und A ergeben, was der fiber A 
gemachten Voraussetzung widerspraclie. 

Wir suchen nun unter den auBerhalb 0.4 noc-h in OAEB vor- 
handenen Gitterpunkten einen solchen B* aus, welcher mbglichst nahe 
an OA liegt, und ziehen durch ihn eine Gerade parallel zu OA: diese 
\\ ird dann in ganz analoger VVeise, wie OA, mit aquidistanten Gitter¬ 
punkten behaftet sein, was wir erkennen, wenn wir das Gitter so 
parallel zu sich verschieben, daB O auf B* fallt. Es gehe bei dieser 
Verschiebung A etwa in E* (in der Figur nicht gezeiehnet) fiber: 
ferner sei B der der Strecke OB nachstliegende unter denjenigen 
Gitterpunkten, welche auf der Geraden B*E*, doch nicht im Inneren 
von OAEB liegen (eventuell fallt B auf OB selbst), und E sei her- 
nach der auf B in der Richtung von 0 nach A (also nach dem Paral¬ 
lelogram in OAEB zu) unmittelbar folgende Gitterpunkt. Sodann 
ist OAEB ein Parallelogramm von der hier veiTangten Art: dasselbe 
kann namlich auBer den Ecken, welche Gitterpunkte sind, keine weiteren 
Gitterpunkte enthalten, denn eine gegenteilige Annahme wiirde, wie 

leicht zu sehen, den fiber A und B gemachten Voraussetzuno-en wider- 
sprechen. n 

Wir denken uns nun aus den Punkten 0, A, B ein neues Gitter 
in Koordinaten r t abgeleitet, indem wir darin fur diese Punkte bzw 
die Koordinaten g, i? - 0, 0; 1,0; 0, 1 festsetzen: das Zahlenaitter 
m stimmt dann mit jenem in x,y vdllio- ii herein, und sind a,, b 
bzw. a, b, die x, y-Koordinaten der Punkte A. B, dann sind beide 

Gitter durch die Transformationsgleichuno-en 


7* = n t i 
U U \'9 I 


miteinander 


a Al 

y = M + h 

verbunden und es ist dabei 


(51) 


a 


1 1 


i > 


a > 

b. 


- + 1 • 


Denken wir uns andererseits aus den zuerst betrachteten Gitterpunkten 
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b 


(52) 


0, A, B ein Zahlengitter in X, Y abgeleitet, indem wir darin fur 
diese Punkte bzw. die Koordinaten X, Y = 0, 0; 1, 0; 0, 1 annehmen, 
so hangt dieses Gitter mit jenem der ^ mittels der Gleichungen 

= l A X - f- l 2 Y, 
i] = w j X -f- m 2 Y 

zusammen, worin l ly m l bzw. 7 2 , w 2 die ^-Koordinaten fur A bzw. B , 
also jedenfalls ganze Zahlen sind; dabei haben wir fiir den Punkt A 
offenbar > 0, m x = 0, ferner fur den Punkt B, in welchem OB 
die Strecke BE trifft, ^ = ljm 2 ^0 und <1, rj = 1, und hieraus 
erhellt weiter noch: 0 ^ 1 2 < m 2 . Der Zusammenhang zwischen den 
Variabeln x,y einerseits und X, Y andererseits wird nun durch die 


Gleichungen 


.r = p 1 X -f p 2 Y, 
V = <hX + q*Y 


vermittelt und so haben wir mit Rucksicht auf (51), (52): 

j Pi, P 2 1 = : « 2 

Vi 7 i ! hi, ^2 

wobei 

0<7i, 0^Z 2 < m 2 (54) 

ist. 

Den hier beschriebenen ProzeB zur Bestimmunsf eines Grund- 

© 

parallelogramms OAEB fiir das Gitter in x, y aus dem Grundparallelo- 
gramm OAEB eines im erstgenannten enthaltenen Gitters der X, Y 
wollen wir als die Adaption des ersteren Gitters in bezug auf das 
darin enthaltene Gitter mit OAEB als Grundparallelogramm be- 
zeichnen. Das Ergebnis dieses Prozesses laBt sich auch, des geometri- 
schen Gewandes entkleidet, in dem folgenden Satze aussprechen: 

XIX. Jede ganzzahlige bindre lineare Substitution mit nichi ver- 
schivindender JDetenninante la fit sich aus zwei ebensolclien Substitutionen 
zusammensetzen, deren erstere eine Determinante + 1 hat und deren 
letztere in der Hauptdiagonale tauter positive Koeffizienten, unterhalb 
dersetben die Null, obcrhalb eine niclit negative Zahl aufweist, ivobei 
die letztgcnannte ldeiner ist als die darunter stehende Zahl der Haupt¬ 
diagonale. 

Eine ganz analoge Uberlegung laBt sich nun auch fiir drei- 

o o o o 

dimensionale Gitter durchfiihren. 

Wir fassen, zu den in § 13 eingefiihrten Bezeichnungen zuriick- 

kehrend, in dem durch (46) definierten Grundparallelepiped & mit 

OA, OB, OC als Kanten die Seitenebene OAB ins Auge, bestimmen 

in dieser Ebene die Gitterpunkte A, B und das Parallelogramm OAEB 

genau nach der soeben fur den Fall eines zweidimensionalen Gitters 
© 


; h, 

o, 


i 


nr 


(53) 



§ 14. Adaption eines Zahlengitters in bezug auf eiu enthaltenes Gitter. 93 


auseinandergesetzten Methode, stelien sodann in der genannten Ehene 
unter Zugrundelegung von OAEB als Grundparallelogramm ein Gitter 
mit den Koordinaten J, r; her, welches genau aus alien der besagten 
Ehene ancrehorigen Gitterpunkten (.r, y , z) bestehen wird, und teilen 
dasselbe naeli einem Netz von solchen Parallelogrammen ah, die dem 
Parallelograram OAEB homolog sind (Fig. 59); dahei rechnen wir das 
Parallelogranmi OAEB, gemaB den Ungleichungen 0<^£< 1, 0<Dj<l, 
mit AusscliluB der ganzen Seiten AE, BE und entspreehend auch 
jedes homologe Parallelogramm. Nun suchen wir im hetrachteten 
Parallelepiped, jetzt unter 
EinschluB der nach (46) 
hisher ausgenommenen 
Grenzen, einen Gitter- 
punkt in x, y, z, etwa 
T*, auf, welcher auBer- 
halb der Ehene OAB und 
dabei moglichst nahe an 
derselben liegt, und legen 



durch ihn eine Ehene pa- Fig. 59. 

rallel*zu OAB. Durch 

diejenige Parallelverschiebung der Ehene OAB in die durch T* gelegte 
Ehene, durch welclie 0 in I"* iibergeht, erhalten wir aus dem Netze in 
der Ehene OAB ein Netz von Parallelogrammen in der durch P :: ge- 
legten Ehene, welches uns in seinen Ivreuzungspunkten alle in dieser 
El)ene existierenden Gitterpunkte (x, y , z) kenntlich macht. 

Unter den letztgenannten Parallelogrammen suchen wir nun das- 
jenige eindeutig hestimmte auf, welches den Schnittpunkt C der 
Ehene dieser Parallelogramme mit der Geraden OC in sich, d. h. in 
seinen wie ohen definierten Bereich aufnimmt. Es sei dann T die 
zu 0 homologe Ecke in diesem Parallelogramm; und nun haben wir 
in dem Parallelepiped mit den Kanten 0A, OB, 01" ein Grundparallel- 
epiped fur das Gitter in x , y, z: denn auBer den Ecken, die Gitter¬ 
punkte sind, kann dasselbe keinen weiteren Gitterpunkt enthalten, da 
eine entgegengesetzte Annahme offenhar der Art, in welcher die 
Wahl der Punkte A, B, 1~ getroifen wurde, widersprechen wiirde. 

Nun fuhren wir neue, dem Fundameutalteiraeder OABT ent- 
sprechende Koordinaten g, r h f ein. Bind a i9 b u a 2 , b 2 , c 2 ; a 3 , b 3 , c 3 

hzw. die x- t y-, ^-Koordinaten der drei Punkte A, B, T, dann drucken 
die Gleichungen 


x = a l $ + a,rt -f a 3 £, 
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wobei 


I 9 G 2 9 ^3 

^19 ^3 = i 1 


I C \9 


'2 9 


ist, den Zusammenhang der Koordinaten £, rj, £ mit jenen x,y,z aus. 
Mit den X-, Y-, Z- Koordinaten dagegen, welehe durch das Fundamental- 
tetraeder OABC bestimmt waren, moge das Koordinatensystem rj, £ 


durch die Gleichungen 


b — -X 4~ ^ 

7/ = X -f w 2 F 4- w 3 Z, 
5 = X + w 2 F 4- n 3 Z 


( 56 ) 


verbunden sein, wobei Z,, ni lf • • n 3 notwendig gauze Zahlen sind. Da 
bier die Ebene g = 0 mit der Ebene Z = 0 identisch ist, haben wir 

*i-0, w 2 = 0; 

fiir jeden Punkt dieser Ebene gelten die Gleichungen 

1= ^ X 4- 7 f F, 
r t = X 4- w 2 F 
und es ist dabei ganz analog, wie in (52): 

»?! = (), 0 < 0<;Z 2 <w 2 ; 

ferner gilt fiir C wegen OC/OC= 1 /n 3 : 




7W. 


f-1, 


und infolgedessen muB mit Riicksicht auf die Lage von C in dem 
oben besprochenen, zu OAEB homologen Parallelogramm 

0 ^ / 3 < «„ 0^ m 3 < n 3 

sein. Nun konnen wir die Substitution (43), welehe den Zusammen¬ 
hang zwischen den Koordinaten x , ?/, z und X, F, Z ausdrilckt, als 
aus den Substitutionen (55) und (56) zusammengesetzt auffassen und 
haben demnach: 


Pi 9 

P2 9 

Ps 


! a i, 

a 2 9 

<*3 

\h, 

4, 

h | 

1X9 

I 29 

( h 

— 


b2 9 


■ 1 0 , 

»>2 > 

m 3 

; n 9 

r 2 9 

>3 

1 

Cl, 

C 2 9 

C 3 

; 0, 

0 , 

n 3 


(57) 


worin also samtliche Koeffizienten ganze Zahlen sind und dabei 

0 < \; o <( l 2 < m .,: 0 <[ / 3 < n 3 , 0 <, m s < (58) 

ist. 

Analog, wie im Falle eines zweidimensionalen Gitters, wollen wir 
die Einfiihrung der speziellen Gitterkoordinaten rj, £ fiir das Gitter 
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in x, //, z mit Rucksicht auf das darin enthaitene Gitter in X , Y, Z 
als die Adaption des ersteren Gitters in bezug auf dieses darin ent¬ 
haitene Gitter bezeichnen. 

sieh las hjr^ebm s unserer Betrachtung nach 
Abstreifung des geometrischen Gewandes im folgenden, zu jenem XIX 
ganz analogen Satze ausspreehen: 

XIX'. Jede ganzzahlige lineare tenure Substitution wit niclit ver- 
schirindmder Determ inante Hi fit sir], aus zwei ebcnsolchen Substitutions 
zusammensetzen, derm erstere einr Determinants ± 1 hat und derm 
letztere, in der Hauptdiagonale tauter positive Koeffizimtm, unterlulb 
derselben tauter Nulls, oberhalb tauter nieht negative Zahlen aufweist, 

wobei jede der letztgenannten kleiner isf als die in der niimtichs Vertilal- 
reihe stehende ZaJd der Hauptdiagonale. 

§ 15. Dreifache Stufen. 

Indein wir nun zuin Problem der dichtesten gitterfbrmigen Lage- 

rung yon vorgegebenen kongruenten konvexen Korpern im Raume 
zuriickkehren, werden wir 

zuniichst beweisen, dab die 
dichteste Lagerung nur dann 
eintreten kann, wenn jeder 
einzelne der Korper, jede 
St life, wie wir wieder sagen 
wollen, nieht blob an eine, 
sondern an drei verschiedene 
Stufen anstobt, und zwar 
derart, dab ilir Mittelpunkt 
nieht mit den drei Mittel- 
punkten dieser anstobenden 
Stufen zusammen in einer 
Ebene lieo-t. 

O 

Um dies zu zeigen, 
denken wir uns im Gitter 
der x, y, z um den Null- 
punkt 0 als Mittelpunkt 

emenil/-Korper gegeben, dessen Begrenzung blofi ein Paar yon Gitter- 

befi k HIr H enthal l e ’ Und gre ‘ fen V ° n den aufierhalb dieses Korpers 
efindhchen Gitterpunkten beliebige zwei, B, C, die mit OA nieht in 

emer Ebene hegen heraus. Wir adapt,eren sodann das gegebene Gitter 

m bezug auf das darm enthaitene aus OABC als Fundamentaltetra 

l^altZSer'oAB?? 1 ' 7"' ^7““ d adurch ein solches Funda- 
mentaltetraeder OABT fur das gegebene Gitter (Fig. 60), wobei offen- 

bar A mit A zusammenfallt; und nun konnen wir das Zahlengitter der 



Fi«. 60. 
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x, y ? z durch eine geeignete unimodulare Substitution derart transfor- 
mieren, daB das neue Gitter das Parallelepiped mit den Kanten OA, 
OB, Or zuni Grundparallelepiped erbalt. Wir verringern sodann das 
Volumen dieses letzteren Parallelepipeds kontinuierlicb, indem wir B auf 
OB und T auf OY gegen 0 bin verscbieben und dementsprechend das 
gauze Gitter so stetig verandern, daB es nie aufbort, ein parallelepipedi- 
sches System von Gitterpunkten zu bilden. Dies soil solange von 
statten gehen, bis neue Gitterpunkte in die Begrenzung des M- Korpers 
eingetreten sind, was nach dem Satze X (S. 60) auBerstenfalls in dem 
Augenblicke erfolgen muB, wo das Volumen des Grundparallelepipeds 
zu einem Acbtel von jenem des Af-Korpers zusammengescbrumpft ist. 

Nunmehr befinden sicb auf der Begrenzung des iLT-Korpers min- 
destens zwei mit 0 nicbt in einer Geraden liegende Gitterpunkte, die 
wir wiederum mit A, B bezeichnen wollen. wabrend die dazu in be- 


O* 


f._L.. 


^ • 9 + 


_ zug auf 0 bzw. syminetri- 

^ _ schen Punkte A ', B' heiBen 

y\ i mogen. Liegen nicbt mebr als 

/ yf --V— -p* \ diese vier Gitterpunkte auf der 

/ yj yS / '■ \ yS Oberflacbe des J/-K6rpers oder 

/ O* - - \y gibt es dort neben diesen bloB 

\ y / \ nocb solcbe Gitterpunkte, die 

- * in der Ebene dieser vier lie- 

gen, so nebmen wir irgend 

-einen auBerbalb des Af-Kor- 

Tl ” 61 pers und nicbt in der Ebene 

OAB gelegenen Gitterpunkt binzu und gewinnen aus dem Tetraedei 
OABC wieder durcb den ProzeB der Adaption ein solcbes Fundamen- 
taltetraeder OABT fur das gegebene Gitter (Fig. 61), wobei die Ebene 
OAB sicb offenbar mit der Ebene OAB decken wird; bierauf verkleinern 
wir allmablicb das Volumen von OABT, indem wir Y auf OY 
fortscbreiten lassen unter gleicbzeitiger entsprechender stetiger V^arne- 
rung des Gitters, was wiederum so lange gescbeben soli, bis neue Git ei- 
punkte auf die Begrenzung des M -Korpers fallen. Diese neu inzu 
tretenden Gitterpunkte werden sicber nicbt in der Ebene OA legen; 
denn das zweidimensionale Gitter in dieser Ebene, welcbes mi en 


Fig. 61. 


Gitterpunkten 0,A,B festliegt, bat sicb bei der diesmal vorgenommenen 
Anderungdes ganzen dreidimensionalenGitters offenbargarnicbt gean er . 

Jetzt leucbtet es ein, daB der gege bene A/-Kor per, wenn i m 
eine dicliteste Lagerung der zugeborigen bomolog angeoi ne en / 
Korper entsprecben soli, wenigstens drei Paai gegenii er ie 0 en , 
nicht insgesamt in einer Ebene gelegener Gitterpunkte enthalten mulJ: 
denn sonst kbnnten wir eben durcb eine entsprechende Anderung des 
Gitters das Volumen des Grundparallelepipeds dieses Gitters yerklemern. 
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Jeder der M 2-Korper sfcoBt alsdann an mindestens drei solche Nack- 
barstufen, mit deren Mittelpunkten sein eigener Mittelpunkt nicht 
zusainmen in einer Ebene liegt. Stufen von diesem Verbal ten wollen 
wir dreifache Stufen nennen; die Untersuehung derselben ist nicht nur 
fiir die weitere Beliandlung des Problems der dichtesten Lagerung 
homologer Kdrper, sondern auch fur gewisse Anwendungen auf die 
Theorie der algebraiscken Zablen von Bedeutung. 


B 


§ 1G. Gitteroktaeder. 

Auf der Begrenzung eines uni 0 als Mittelpunkt gegebenen M- 
Korpers mogen sich nun seehs Gitterpunkte befinden, angeordnet zu 
je zwei bezuglich 0 symmetrischen Punkten, A , A'; B, ]f\ C, C, und 
dabei nicht samtlich in einer Ebene gelegen. Diese seehs Gitterpunkte 
bestimmen als Ecken ein Oktaeder, welches, da wir den M Kdrper 
als konvex voraussetzen, in demselben ganz 
enthalten sein wird, also, wie dieser, im 
Inueren auBer dem Nullpunkte keinen wei- 
teren Gitterpunkt enthalten wird. Auf der 
Begrenzung aber kann dieses Oktaeder ne- 
ben den Ecken moglicherweise noch weitere 
Gitterpunkte aufweisen. 1st I) ein solcher 
und liegt er z. B. auf der Seitenflache 
ABC des Oktaeders, dabei etwa auBer- 
halb der Kante AB, so erhalten wir in 
AABBDJ ), wobei I)’ der zu 7) beziig- 
lich 0 symmetrische Punkt ist, ein Okta¬ 
eder, dessen Ecken ebenfalls Gitterpunkte 
auf der Begrenzung des 17-Korpers sind 
und dessen Volumen kleiner ist als das- 
jenige von AA'BBCC (Fig. 62). 

Wenn wir nun unter alien moglichen Oktaedem, die sick ans je 
drei Paaren diametral gegeniiberliegender Gitterpunkte auf der Be- 
grenzung des y-Kbrpers bilden lassen und deren es gewiB nur erne 

Lr^ulrlC eL naCh ft\ lar ’ daB di<3 BegrmUn “ e “ es solche * 0kta - 

eders auBer den Ecken gewiB kerne weiteren Gitterpunkte enthalten wird 

Ein Oktaeder, welches den Nulipunkt zum Mittelpunkt und lauter 
Gitterpunkte zu Ecken hat, auBer diesen aber keine weiteren Gitter 
punkte enthalt, wollen wir ein Gitteroktaeder nennen Es o-ibt also 

s b — 

.ZJIZZifZZZ** el “ » «•* - 



Fig. 62. 
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x, y , z . Indem wir zu OABC als Fundamentaltetraeder Koordinaten 
X, U,Z einfiihren, so daB in X , Y y Z 

A = ( 1,0,0), J?-(0,1,0), C« (0,0,1) (59) 

wird, konnen wir den Bereich des besagten Gitteroktaeders durch die 
Ungleichung 

|X| + |T| + Z\£l (60) 

definieren. Wir wollen nun nachsehen, wie man von diesem Gitter- 
oktaeder resp. dem Gitter in X, Y , Z ausgehend, das ganze Gitter in 
x, y , 2 herstellen kann. Zu dem Behufe leiten wir aus dem Tetraeder 
OABC auf die in § 14 beschriebene Art ein Fundamentaltetraeder 
OABT fur das Gitter in x,y,z her; dabei haben wir fur die Punkte 
A, B direkt bzw. A, B zu nehmen, denn das aus den letzteren her- 
vorgehende Parallelogramm OAEB (Fig. 62) kann, da das Dreieck 
AEB hier im Gitter mit dem Dreieck S' OA' homolog ist, auBer 
seinen Ecken keine weiteren Gitterpunkte aufweisen. Zu dem Funda¬ 
mentaltetraeder OABT mogen nun die Koordinaten §, rj, £ gehoren, 
wobei also das Gitter in mit dem Gitter in x,y,z iiberein- 

stimmt; ferner seien l,m,n die rj-, £-Koordinaten des Punktes C , 
also nach § 14 gewisse ganze Zahlen, fiir die die Ungleiehungen 

0 ^ l < n, 0 <[ m < n (61) 

bestehen; dann haben die Transformationsgleichungen, welche die 
Koordinatensysteme der §, rj, f und der X, Y , Z miteinander ver- 
binden, die Form: 

£ = X + IZ , 

rj= Y+mZ , (62) 

t = nZ 


und ist sonach das Oktaeder AA'BB'CC in den ij-, ^-Koordinaten 
mit Riicksicht auf (60) durch die Ungleichung 


g — -- g 

* n 9 


+ + f l<i 

• / m » 1 n — 


(63) 


gegebeu. 

Es fragt sich noch, wie die Koeffizienten /, w, n weiter be- 
schaffen sein miissen, damit AA'BBCC ein Gitteroktaeder sei, d. h. 
also die Ungleichung (63) auBer den Losungen 

(6,^,6) —(0,0,0), (±1,0,0), (0,±1,0), (l,m,n), (- 1,-m-n ) (64) 

keine weiteren ganzzahligen Losungen zulasse. 

Es werden hierbei mehrere Falle zu unterscheiden sein. 

Ist zunachst n = 1, so haben wir nach (61): l == 0, m = 0, also 
g = X, y=Y, £=Z, und es ist offenbar AA’BB'CC' ein Gitteroktaeder. 

Ist n > 1 und eine ungerade Zahl, etwa = + 1 ^ 3, dann 

muB wegen (61) jedenfalls 
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0 <Ll<L2t, 0 £m£‘2t 

sein. Wir setzen in (63) fur £ den Wert 1 ein, ferner fur g den 

Wert 0 oder 1, je nachdem l ^ t oder ^ t + 1 ist, ahnlich fur den 

Wert 0 oder 1, je nachdem m ^ t oder t -|- 1 ist; in jedem dieser 

Falle wird alsdann 





l 

27+1 


und also die Ungleichung (63) erfuilt sein. Demnach hatten wir 
diesmal in unserem Oktaeder einen Gitterpunkt mit den Koordinaten 


g = 0 oder 1, > ■ = 0 oder 1, f = 1, 

welcher mit keinem der Gitterpunkte (64) zusammenfallt, — also 
ware A A BB' C(J kein Gitteroktaeder. 

Ist endlich n eine gerade Zahl, = 2/1> 2, so muB jedenfalls 

0< i l<^2t— 1, 0 <, ?n <,2t — 1 

sein. Wir setzen nun in (63) £ = 1, ferner g = 0 oder = 1, je nach¬ 
dem l ^ t oder > t ist, und rj = 0 oder = 1, je nachdem m <: t oder 

> t ist. Dann wird in alien diesen Fallen, bloB mit Ausnahme des 
ralles l = m = t y 




i 


2 t 


i + 


~t +:j_ < l ~ 1 . * . 1 i 

2 ( * | ‘ i 2 i = 2 1 ' 2t ' 77 1 


und also erhalten wir jedesmal in dem entsprechenden der Punkte 

$ = 0 , 1 , rj = 0 , 1, 5=1 

einen ini Oktaeder AA'BBCC befindlichen, doch mit keinem der 
Pmikte (64) identisehen Gitterpunkt, woraus wiederum folgen wiirde, 
dab A A BECC ^ kern Gitteroktaeder ist. In dem ausgenommenen 
J'alle <->» = < dagegen mramt die Ungleichung (63) die Fonn 


I - ! ? + \ 5 + 


L : < i 

2t \ = 1 


an; alsdann liegt in 1 = 1, = 1, 5 = 2 wieder eine ganzzahlige 

Losung derselben vor und ist diese Losung von den Losungen (64) 
verschieden, es sei denn, daB t = 1, also l = 1, m = 1 m = 2 ist in 

welch letzterem Falle die Losungen (64) die einzigen ganzzahligen 
Losungen der Ungleichung (63) sind. 

Wir gelangen somit zu dem Ergebnis, daB der Zusammenhan^ 

JTbB'cPuT m i’V l “ d dem zu dem Gitteroktaeder 

v h ' zum Fundamentaltetraeder OABC) gehori^en 
Gitter in X, Y, Z notwendig entweder durch die Gleichungen ° 

Z = V= Y , l=Z, (65) 

oder durch die Gleichungen 


7 * 
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$ = X + Z, V =Y+Z, £ = 2Z (66) 

gegeben sein muB. Im ersteren Falle wollen wir das besagte Gitter- 
oktaeder als ein G-itteroldaeder erster Art, im anderen Falle als ein 
solcbes zweiter Art bezeichnen. 

Wir seben, daB im Falle eines Gitteroktaeders erster Art das 
Gitter in X, Y, Z mit dem Gitter in £, r\, £ vollkommen iibereinstimmt; 
aus den Eckpunkten A, B, C des Oktaeders in Yerbindung mit dem 
Nullpunkte 0 liiBt sich dann in der iiblichen Weise das vollstandige 
urspriinglicbe Gitter ableiten. Im Falle eines Gitteroktaeders zweiter 
Art aber liegen Gitterpunkte (§, rj, £) nicht nur in den Gitterpunkten 
(X, Y, Z) vor, sondern, wegen 

x-S-j, y=v-t> z =i> 

auBerdem nocb in alien denjenigen Punkten, deren X- , Y-, ^-Koordi- 
naten samtlich ungerade Vielfache von £ sind; alsdann gibt das zu 
dem Gitteroktaeder gehorige Gitter ( X , Y, Z) nicbt das ganze urspriing- 
liche Gitter wieder, sondern man muB, um dieses urspriingliche 
Gitter zu erhalten, zu dem Gitter in X, Y, Z noch dasjenige Gitter 
hinzunehmen, welches aus diesem durch eine Translation hervorgeht, 
die den Nullpunkt in den Punkt ( X , Y, Z) = (£, ^ , £), d. i. in den 
Mittelpunkt des Grundparallelepipeds in X, Y 9 Z, iiberfuhrt. 

Sind x x ,y x ,z^ x i7 y 2 ,z 2 \ x 3 ,y 3 ,z 3 die Koordinaten von drei mit 
dem Nullpunkte nicht in einer Ebene gelegenen Eckpunkten eines 
Gitteroktaeders, welches um den Nullpunkt des x-, y-, z- Gitters als 
Mittelpunkt gegeben ist, so besteht fiir den Betrag der Determinante 

X\ j Xo , x 3 

Di > Vi f Hz y 

i ^Z 

von welchem vier Drittel offenbar das Yolumen des Gitteroktaeders 
bedeuten, auf Grund der oben erzielten Herleitung des X- , Y -, Z-G itters 
aus dem rj-, £- und dem x-, y-, ^-Gitter (vgl. (65) bzw. (66)), der 
Wert 1 im Falle eines Gitteroktaeders erster Art, dagegen der Wert 

1, 0, 1 | 

0, 1, 1 j = 2 

0 , 0 , 2 | 

im Falle eines Gitteroktaeders zweiter Art, und iiberdies sind im 
letzteren Falle die drei Yerbindungen 

2/l + 2/o+?/3; *1 + ^2 + ^3 

samtlich gerade Zahlen. Diese Umstiinde werden uns in der Folge 
haufig als Kriterium zur Erkennung der Art eines Gitteroktaeders dienen. 
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Die zwei Arten von Gitteroktaedern werden bei der analjtischen 
Behandlung des Problems der dichtesten Lagerung von komologen 
Korpern im Raume zu unterscbeiden sein. Wir sind nun bereits in 
der Lage, dieses Problem analvtiseh zu formulieren, und dazu wollen 
wir jetzt iibergehen. 


§17. Analytische Formulierung der Bedinguugen fur eine dichteste 
gitterformige Lagerung kongruenter Korper im Raume. 

Es seien, wie zu Beginn des § 16, A, A', B , B\ C , C' die Ecken 
ernes in einem gegebenen M- Korper K enthaltenen Gitteroktaeders. 
Wir fiihren zu OABC als Fundamentaltetraeder die Koordinaten 
X, Y, Z ein, so dafi in denselben 

A = (1,0,0), (0,1,0), C= (0,0,1) 

wird, und beziehen auf diese Koordinaten den gegebenen J\I- Korper; 
der Bereich des letzteren wird dann, nach der Bemerkung am Schlusse 
von § 12, durch eine Ungleichung 

F(X, Y, Z) £ 1 (67) 

bestimmt sein, worm F(X,Y,Z) eine Funktiou von X, Y, Z ist, 
welcbe den Funktionalgleichungen 


F(0,0,0)-0, F(tX,tY, tZ) = tF(X, Y, Z) fur t > 0, (68) 

F(- x, - Y 9 - Z) = F(X, r, Z) (69) 

und dazu der Funktionalungleichung 

F(X X1 Y ly Z x ) + F(X 2 , Y 2 ,Z 2 ) ^ i* (Xj+X 2 , Y 1 -j-Y 2 ,Z 1 -j-Z 2 ) (70) 

geniigt. Zugleicb ist mit Rucksicht darauf, dafi A , B, C auf der Be- 
grenzung von K liegen, 

*\1,0,0) = 1, -F(0,1,0) = 1, jP (0,0,1) = 1. (71) 

Der Umstand nun, dafi im Inneren von K kein vom Nullpunkte ver- 

sckiedener Gitterpunkt enthalten sein soli, erfordert fur die Funktion 

F das Bestehen noch folgender weiterer Einschrankungen: falls das 

eingangs genannte Gitteroktaeder von erster Art ist, mu6 fur jedes 

ganzzablige, von (0,0,0) verschiedene Wertesystem (l,m,n) die Un- 
glei chung 

F (l, m, n) ^ 1 (72) 

statthaben; im Falle eines Gitteroktaeders zweiter Art hingegen mussen 

zunachst wieder diese Ungleichungen (72) statthaben und muB auBer- 

dem noch fur jedes beliebige ganzzahlige Wertesystem (l m n) die 
Ungleichung ’ ' 

m + i, » + £) ^ 1 (73) 
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besteken. Durck die drei Gleichungen (71) und die unendlich vielen 
Ungleichungen (72) resp. (72) und (73) wird die Forderung, daB der 
Korper (67) ein ilf-Korper sei, vollig erschopft. 

Nun lassen sich die unendlich vielen Ungleichungen (12) resp. (72) 
und (73) mil ffiickstcht auf das JBestelien der Gleichungen (71) auf 
eine endliche Anzahl gewisser unter ihnen mriickfiihrm. 

Us redueieren sich namlich zunachst ini Fall eines Gritteroktaeders 
erster Art die Ungleichungen (72) auf die folgenden: 

^(±1,±1,0)^1, F(± 1,0,±1)^1, ^(0,±1,±1)^1, (74) 

-f\+± ± 1) ^ 1> (75) 

F(±h±l y ±‘2)^l f F(±l,±2,±l)^l, F(±2,± 1,±1)^1; (76) 

smd diese nehen den Gleichungen (71) erfullt, dann gilt die Ungleichung 
(72) filr jedes heliebige ganzzahlige, von (0, 0, 0) verschiedene Werte- 
system (l, m, n). 

In der Tat: angenommen, es ware trotz des Bestehens der Glei¬ 
chungen (71) und der Ungleichungen (74), (75), (76) fur irgend einen 
Gitterpunkt D, (X = l, Y = m, Z = n), der von den in (71), (74), 
(75), (76) genannten und von dem Nullpunkte O verschieden ist, 

F(l, 7n, n) < 1; (77) 

wir konnen dabei ohne wesentliche Beschrankung 

0 <£ l ^ 7)i n 


annehmen und es ist dann jedenfalls n ^ 2 und (l, m, n) von (1, 1, 2) 
verschieden. Wir betrachten nun das Oktaeder AABB'DD wobei 
D' den zu 1 D beziiglich O symmetrischen Punkt bedeute; der Be- 
reich desselben ist (vgl. § 16) durck die Ungleichung 





gegeben. Durch dieselben Erwagungen, die oben an (63) angekniipft 
wurden, erkennen wir, nach den hier fiber l, 7)\, n gemachten Voraus- 
setzungen, daB die Ungleichung (78) stets durch wenigstens eines der 
Wertesysteme 


(X,Y,Z) = (0,0,1), (0,1,1), (1,1,1), (1,1,2) 


befriedigt wird; der durch dieses betreffende Wertesystem gegebene 
Gitterpunkt, etwa E = (X 0 , Y 0 ,Z 0 ), liegt somit im Oktaeder AA BB'DD ', 
und zwar jedenfalls auBerhalb der Ebene AA'BB denn fur diese ist 
stets Z= 0; da nun aber D, D' unserer Annahme (77) nach im 
Inneren des Korpers K liegen sollen, so wurde hieraus offenkundig 
folgen, daB auch E im Inneren von K enthalten, also 

F(X 0 , I o, Z 0 ) < 1 
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ist; dies wiirde aber einer der ais feststehend angenommenen Glei- 
chungen resp. Ungleicliungen (71), (74), (75), (76) widersprechen. 
Hieraus folgt die Dnzulassigkeit unserer Annahme und also die Richtig- 
keit der auf S. 102 ausgesprochenen Behauptung. 

Fast noch einfacher liegen die Dinge, wenn AA'BB'CC' ein 
Gitteroktaeder zweiter Art vorstellt. Hier lassen sick die siimflichen 
Ungleicliungen (72), (73) mil Buchsieht auf das Bestehen der Glei- 
chungen (71) auf die einzigen folgenden Ungleichungen euriickfiihren: 

F(± .V, + 4, H~ .V) ^ 1, (79) 

oder, was dassdbe ist: 

(80) 

lu der Tat folgen aus den letztgenannten Ungleichungen (80) 
zuniichst die Ungleichungen (74), (75), (76); es folgt namlich (75) 
von selbst, ferner erhalten wir, auf Grund der allgemeinen Regel (70) 
und unter Beriicksichtigung von (80) und (71), 

F ( 1 ,1,0) ^ F(l, h 1) - *'(0,0,1) J> 1 

und ahnlich die iibrigen der Ungleichungen (74), sodann 

F( 1,1,2) ^ F( 1,1,1) - F( 0 ,0, -1)^1 

und ahnlich die iibrigen (76). Infolgedessen gehen aus (79) unter 
Berucksichtigung von (71), auf Grund der im ersteren Falle darge- 
legten Umstande, weiter die samtlichen Ungleichungen (72) hervor. 

Was jetzt die Ungleichungen (73) betrifft, so nehmen wir an, 
es ware fur irgend ein Wertesystem von drei halben ungeraden Zahlen 

U?l+ 1), i(2m + 1), 4 (2w + 1) 

trotz des Bestehens von (71) und (79): 

F(l + i, ni + 4, n 4) < 1; (81) 

wir konnen dabei ohne wesentliche Beschriinkung 

0 < Z + 4 w + 4 w + 4 

annehmen, und es ist dann jedenfalls 

w + 4^f. 

1st nun I) der Gitterpunkt mit X = l + 4, Y= m + 4 , Z — n -f 4 
und D' der dazu bezuglich O symmetrische Punkt, so wird das Okta- 
eder AABB DI)' durch die Ungleichuncr 


Y _ y _1 V *"« T * ry , 1L& \ ^ + 

*» + 1 Z \ + I 1 ~ ^+T Z + j JrT+T j ^ 1 
definiert, und da diese letztere insbesondere durch das Wertesystem 
(X, Y,Z) = ( 4 , 4 , 4 ) befriedigt wird, so wiirde hiernach der Gitter- 
punkt ( 4 , 4, 4) = E im besagten Oktaeder, und zwar jedenfalls nicht 


2/4-1 


2 m 4-1 


2 Z 





104 


III. Zahlengitter in drei Dimensionen. 


m der Ebene AA'BB' liegen. Da nun andererseits D, I)' unserer 

Annahme (81) gemaB im Inneren des Korpers K sieh befinden sollen, 

so muBte danach auch E im Inneren von K liegen; dies wurde aber 

emer der Ungleichungen (79) widersprechen. Hieraus folgt, daB 

tatsachlich auch alle Ungleichungen (73) eine Folge von (71) und 
(79) sind. — ' 

Die Aufgabe der dichtesten gitterformigen Lagerung von Kor- 
pern, die dem Korper K kongruent und homolog im Raume ange- 
oidnet sind, stellt sich sonach analjtisch folgendermaBen dar: 

Auf der Olerfldche des Unvexen Korpers K mit Mittelpunlit 
in 0, welcher in einem Koordinatensystem der i=, y, £ mit 0 als Bull- 
p unlit durcli eine Ungleicliung 

£ 1 

gegeben 1st, greifen wir drei Punlite, 

(ly, £) = (X, p, v), (!',p', v), (r, p", v”), 

lierans, die mit dem Bullpunkte niclit in einer Ebene liegen, denlcen 
ms aits denselben und aus 0 ein Gitter in X, Y, Z abgeleitet, ivelches 
also mit dem Systeme der £, y, £ durcli die Transformationsgleichungen 

t-XX + JL’Y + l"Z, 

.j = pX+pT+p"Z, 

Z = vX + v'Y+ v'Z 
zusammerihangt , und setzen 

<pQZ>y> £) = F(x y y,z ) 5 

indent wir nun cntwedcr die Ungleichungen (74), (75), (76) oder die 
l ngleichungen (<9) als erfullt annehmen , haben wir im ersteren Falle 
dm Betrag der Determ inante 


1 , X\ X" 


/ // 



f 


V, 


V 



im zweiten die Halfte dieses Betrages zu hilden und diese Funldion 
des Gitters durcli geeignete Wahl der Or often X, //,•••, v” zu einem 
Minimum zu maclien. 

Hiermit ist zur Losung unseres Problems fiir jeden speziellen 
gegebenen Korper K der Weg geebnet. Die weitere Behandlung des 
Problems wollen wir hier jedoch der Kiirze wegen nur fur den Spezial- 
fall einer Kugel, den einfachsten, den es diesbeziiglich gibt, darlegen.*) 


*) Beziiglich der weiteren Behandlung des allgemeinen Problems, wie auch 
insbesondere der dichtesten Lagerung von Oktaedern, vgl.: Minkowski, Dichteste 
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§ 18. Dichteste Lagerung von Kugeln. 

Auf der Oberflache einer Kugel K init dem Mittelpunkte 0 
greifen wir irgend drei Punkte A, B, C heraus, die mit 0 nicht in 
einer Ebene liegen, und fiiliren zu OABC als Fun darn entaltetraeder 
Koordinaten X, Y, Z ein; in denselben wird dann der Bereich von K 
durch eine Ungleielnmg 


jF 2 (X, Y,Z) = X 2 + Y *-h Z 2 + 2a YZ + 2b'ZX -f 2cXY< 1 



gegeben sein. 

Es ist nun hier fiir die Kugel von vornherein der Fall aus- 
geschlossen, daB das Gitteroktaeder der Punkte A, B , C und der dazu 
bezuglich 0 symmetrischen Punkte ein solches von zweiter Art ware, 


gitterfonnige Lagerung kongruenter Korper, Gottinger Nachrichten, Math -phvs 
Kl. 1904, p. 311. 

Von den in dieser Arbeit bewiesenen Satzen sei hier nur der folgende an- 
gefiihrt. 

Ein beliebig vorgegebenes Oktaeder 

£! I ! +! £! -V 

katm auf acht Arten an einer dichtesten gitterformigen Lagerung von Oktaedern 

teilnehmen. Jede der betreffenden Lagerungen ist von deni Ausgangs-Oktaeder 
her abzuleiten, indem man 


~ I + r\ + £, £ V ~h £, i-hq — t, —£ — ?} — £ 

in irgend einer Folge gleich 

X-iY, Y-iZ, -$X + Z, -j X-iY-iZ 

setzt und das Zablengitter in X, Y, Z als Ort der Mittelpunkte der homolooen 
Oktaeder fixiert. ° 

Die Fig. 63 liiBt die gegenseitige Anordnung 
der Oktaeder im Falle einer solchen dichtesten 
Lagerung erkennen; sie zeigt das halbe Netz, 4 
Seitenflachen, des Oktaeders, in einer Ebene neben- 
einander ausgebreitet, und gibt die Deckungen 
mit Mittelpunkt an, welche die betreffenden Seiten- 
flachen bzw. mit 7 anstoBenden Oktaedern gemein 
haben. Das ^ olumen des von den Oktaedern be- 
setzten Raumes verhalt sich in diesen extremen 
b alien zum A olumen des ganzen unendlichen 
Raumes wie 18:19, und das Verhaitnis f| ist 
dam it der Maximalwert, den M*J/ 8 fiir Oktaeder 



Fig. S3. 


als Eichkorper anzunehmen vermag. Die Ermittlung dieses Extremums gestattet 

b *. - wura 

SS”„“ »"" r*”~” IS 

n ^ an die btelle von < gesetzt werden muB. 
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mit anderen Worten, daB die Ungleichungen (79) statthatten. Diese 
letzteren wlirden hier namlieh besaoren: 

O 

3 ±2a± U'±2c' 

4 

worm jedesmal die drei Yorzeichen so zu nehmen sind, daB ihr 
Produkt + 1 wird; nun konnen wir zwei dieser Yorzeichen beliebig 
wahlen und also die drei Yorzeichen auch so einrichten, daB von den 
Ausdriicken + 2a, + 2&, ±2c, wenn sie nach nicht zunehmendem 
Betrage geordnet werden, die beiden ersten darunter negativ auf- 
treten; fur diese Yorzeichenkombination wird dann der links stehende 
Ausdruck in (84) sicher ^ £, im Widerspruch mit einer der Un¬ 
gleichungen (84). 

Sonach ist hier das besagte Gitteroktaeder notwendig von der 
ersten Art und unsere Aufgabe besteht also darin, die Punkte A, B, C 
so zu wahlen, oder, was auf dasselbe hinauskoinmt, die Koeffizienten 
a ', b' 9 c in (83) so zu bestimmen, daB das Yolumen des Tetraeders 
OABC ein Minimum wird, wahrend die samtlichen Ungleichungen 

(74) , (75), (76) statthaben. 

Es zeigt sich zunachst, daB fur den Fall des Minimums des be- 
sagten Yolumens gewisse unter den Ungleichungen (74), (75), (76) not- 
v wendig mit dem Gleichheitszeichen erfiillt sein miissen. In der Tat, 
so lange die in endlicher Anzahl vorhandenen Ungleichungen (74), 

(75) , (76) gelten, bleiben iiberhaupt samtliche unendlich vielen Un¬ 
gleichungen (72) in Kraft. Wenn also bei kontinuierlichen Verande- 
rungen der o ', b\ c einmal das System der Ungleichungen (72) auf- 
hort, voll zu bestehen, so wird gleichzeitig wenigstens eine der Un¬ 
gleichungen (74), (75), (76) ihre Gultigkeit verlieren miissen. An- 
genommen nun, es gelte anfanglich in diesen letzteren Ungleichungen 
durchweg das Zeichen >; dann konnen wir, unter Festhalten der 
Punkte A, B, den Punkt C liings einer Kurve auf der Oberflache der 
Kugel K stetig an die Ebene OAB annahem, unter gleichzeitiger 
entsprechender Variation des Gitters in X, Y, Z , so daB es seinen 
Charakter als Gitter nie verliert; hierdurch bewirken wir eine kon- 
tinuierliche Abnahme des Yolumens von OABC und wir konnen 
diesen ProzeB unter Erhaltung aller Ungleichungen (72) so lange 
weiterfiihren, bis einmal in einer der Ungleichungen (74), (75), (76) 
das Gleichheitszeichen statthat, d. h. der auf der linken Seite der be- 
treffenden Ungleichung vorkommende Gitterpunkt P auf die Begren- 
zung von K tritt. Dieser AbschluB des Prozesses muB sich ereignen, 
bevor noch das Yolumen von OABC zu einem Achtel des Yolumens 
von K zusammengeschrumpft ist. Dabei kann nun der Gitterpunkt P 
zu keiner der Ungleichungen (76) gehoren, denn gesetzt, es ware z. B. 
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F( 1,1,2)“ 1, 

dann wiirdeii die Punkte (—1,0,0), (0, — 1,0), (1,1,2) mit den 
dazu beziiglieh 0 symnietrisehen Punkten ein in K enthaltenes Gitter- 
oktaeder zweiter Art bilden, was ausgeschlossen ist. Es muB hier 
also jedenfalls in einer der Ungleichungeu (74) oder (75) das Gleich- 
heitszeiehen eintreten. 

Wir wollen nun zuerst den Fall ausschlieBen, dab jetzt oder bei 
den weiteren, von uns noch vorzunehmenden Variationen des Gitters 
irgend eine der Ungleichungen (75) mit deni Gleicliheitszeichen er- 
fiillt werde. Dann haben wir also den Punkt P, — der auch jeden¬ 
falls nicht in der Ebene X = 0 liegt, und zwar deshalb, weil das 
zweidimensionale Gitter in dieser Ebene durch die soeben vor^e- 

O 

nommene Variation des gesamten X-, Z-Gitters nicht beruhrt wurde, 
— allein unter den Punkten (0, ±1,±1), (±1,0, ± 1) zu suchen. 
Indem wir nun statt P auch den dazu beziiglieh 0 svminetrischen Punkt 
nehmen konnen, ferner eventuell die Bezeichnungen X und Y mit- 
einander vertauschen und auch I' durch — Y ersetzen konnen, durfen 
wir fur P den Punkt (0, — 1, 1) annehmen. Dann haben wir: 

P‘(0,-1, 1> = 1: 

andererseits ist 

F*(0,-1, l) = 2-lV; 

hieraus folgt also: 

'2a = 1. 

Gleichzeitig erhalten wir: 


p-(0,1,1) = 2 ± 2 a' = 3, 

woraus wir erkennen, dab, wenn (0,-1, 1) auf der Oberflaclie von 
K liegt, der Punkt (0, 1, 1) auBerhalb derselben bleibt. 

Sind auBer P und P = (0, 1, — 1) keine weiteren Gitterpunkte 
in die Oberflache von K eingetreteu, so bewegen wir behufs weiterer 
Verringerung des Volumens von OABC die Sehne PC , welche 
parallel und gleich mit OB ist, parallel mit sich derart, daB sie sich 
der Ebene OAB bestandig mihert und dabei ihre beiden Endpunkte 
auf der Oberflache der Kugel K verbleiben; gleichzeitig variieren wir 
in entsprechender Weise das ganze Gitter, und zwar so lan^e bis in 
die Oberflache von K weitere in (74), (75), (76) vorkommende Gitter¬ 
punkte eintreten (Fig. 64). Fiir diese letzteren kommen dann — da 

l 1 " i • — _ ^ (0, 1, 1) sich bereits als 

erledigt erw.esen haben und diejenigen in (75) von uns einstweUen 

ausgeschlossen wurden, — nur die Punkte (+ 1, 0, + 1) i u Betracht 

und indem wir eventuell X durch - X uns ersetzt denken, konnen 

wir annehmen, dafi jetzt die Punkte Q = (1, 0, - 1) und Q' = (_ 1 0 1) 

in die Oberflache der Kugel eingetreten sind. Dann ist also 
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F\ 1 , 0 ,- 1 )= 1 

und daraus folgt: 

2b' = 1 ; 

gleichzeitig haben wir: 

**(1, 0, l) = 2 + 26'=3, 

folglich bleibt dabei der Punkt (1,0, 1) notwendig auBerhalb der 
Kugel. 

Nunmebr liegen fiinf Paare von Gitterpunkten auf der Oberflache 
von K. Finden sich keine weiteren darauf, so konnen wir das 



Fig. <>4. 


Yolumen von OABC noch weiter verringern, in der Weise, daB wir 
die Ebene OAC und darauf die Punkte A,C,Q festhalten und nunmebr 
die zu OC parallele Sebne P'B sicb dieser Ebene, wiihrend B und 
P' auf der Oberflacbe von K verbleibeu, unter gleicbzeitiger entspre- 
cbender Variation des gesamten Gitters so lange nahern lassen, bis 
in die Oberflacbe von K wiederum weitere Gitterpunkte aus (74) 
eintreten. Fiir diese letzteren kommen dann nur noch die Punkte 
(+ 1, + 1, 0) in Frage; da aber der Gitterpunkt (1,1,0) bierbei aus- 
geschlossen ist, weil er mit den Punkten P=(0, — 1, 1) und 
§'=(—1,0, 1) drei Ecken eines Gitteroktaeders zweiter Art bildet, 
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so treten demnach jetzt notwendig die Gitterpunkte (—1, 1,0) 
(1, — 1,0) = R' in die Oberflache von K ein und es ist also 




folgiich 


F* (— 1, 1,0) = 1, 

2c = 1. 


So sehen wir, daB bei der dicbtesten Lagerung von Kugeln, 
und zwar in dem von uns zuniichst betrachteten, durch das Bestehen 
der samtlichen Ungleichungen (75) mit dem Ungleichheitszeichen ge- 
kennzeichneten talle, in drei und nicht mehr Paaren von den Unglei¬ 
chungen (74) das Gleichheitszeichen statthaben muB, und wir konnen 
als die sechs Paare von Gitterpunkten, welche dann auf der Ober¬ 
flache der Kugel urn den Nullpunkt 0 liegen, eben die Punkte 

X-(1,0,0), (0,1,0), C = ( 0,0,1), P = (0,-1, i), (? = ( 1,0, —1), 

li = ( 1,1,0) nebst den dazu bezuglich 0 symmetrischen Punkten 
annehmen. 

Nebenbei bemerkt, kann das Svstem 
der besagten sechs Paare von Gitterpunkten 
nach einem in § 12 erwahnten Prinzip 
durch ein Vektorentetraeder veranschaulicht 
werden (Fig. 65). 

Wir haben jetzt noch den Fall in Be- 
tracht zu ziehen, daB in die Oberflache der 
Kugel iTirgend welche von den Gitterpunkten 
(± 1; ± 1, ± 1) eintreten. Es zeigt sich zu- 
nachst, daB nur ein Paar solcher Punkte auf 
die Begrenzung von K fallen konnen; denn 
befinden sich etwa die Punkte (1, 1, 1) = T, (—1, — 1, — \) = p 

daselbst, — was wegen der Moglichkeit, die Koordinatenachsen und 
die Richtungen auf denselben entsprecbend zu vertauschen, keine be- 
schriinkende Annahme bedeutet, — ist also 

^(1,1,1) -*”(- 1 ,- 1, — 1 )— 1, (85) 

so mtissen die anderen von den Gitterpunkten (± 1, -f- 1, 4- 1), die 
bzw.^ durch Verlangerung der Strecken TA , TB, TC, T'~A1 T'B' 
T C’ fiber deren Endpunkte um sich selbst erreicht ’werden not- 
wendig auBerhalb K bleiben und daher alle von (85) verschiedenen 
unter den Ungleichungen (75) mit den Ungleichheitszeichen erfullt 

Tft muB jeder der Punkte P > ft R ( und P, Q\ R) auBer- 

halb & We>ben, well er mit T und bzw. A', H, C ein Gitteroktaeder 
zweiter Art bestimmt. 

Liegen nun auBer A, B, C, T und den dazu bezuglich 0 sym¬ 
metrischen Punkten keine weiteren Gitterpunkte auf der Oberflache 
von K, dann konnen wir durch genau dasselbe Verfahren, wie vorhin 
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indem wir zuerst CT gegen OAB , und sodann notigenfalls AT 
gegen OBC (bzw. BT gegen 0A(7) moglichst nahe heranrucken 
lassen, unter gleichzeitiger entsprechender Variation des Gitters, — 
bewirken, da6 weiter zwei Paare von Gitterpunkten aus (74) in die 
Oberflache von IC eintreten; und zwar diirfen wir, da es bier auf 
eine Permutation von X, Y, Z nicht ankommt, annehmen, es seien 
dies die Punkte (0, 1, 1), (0, - 1, - 1), (1, 1, 0), (- 1, - 1, 0). 

Wir erhalten also wiederum sechs 
Paare von Gitterpunkten auf der Oberflache 
der Kugel, und wir konnen uns das Sy¬ 
stem dieser Punkte wieder durch ein Vek- 
torentetraeder veranscbaulichen (Fig. 66). 
Der Vergleich von Fig. 66 mit Fig. 65 zeigt 
nun unmittelbar, da6 der vorhin behandelte 
Fall sich von dem jetzt behandelten nur 
unwesentlich unterscheidet; in der Tat ver- 
wandeln sich durch die unimodulare Sub¬ 
stitution 



0,0J 


Fig. 66. 


X = Z' y Y=Y'-Z', Z = X' — Y' 

die sechs Gitterpunkte 


(X',Y’,Z') = (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0), (0,—1,0), (0,1,1), (0,0,-l) 

des zweiten Falles bzw. in die sechs Gitterpunkte 

(x,r,z) = (i,o,o), (o,i,o), (o,o,i), (o,-i, i), (i,o,-i), (-1,1,0) 

des ersten Falles. 

Sonach kommt als diclitesie gitterformige Lagerung gleicher 
Kugeln im Raume wesentlich nur eine ganz bestimmte Lagerung in 
Frage, und da jede andere Lagerung in diese, wie wir sahen, unter 
kontinuierlicher Abnahme des Volumens des Grundparallelepipeds 
iiberzufuhren ist, so muB diese schlieBlich allein iibrig gebliebene 
Lagerung in der Tat die dichteste sein. 

Dieselbe stellt sich in der Weise dar, daB jede Kugel in den 
12 Ecken eines Kubooldaeders*) (Fig. 64) an benachbarte Kugeln an - 
stofit. Die Kugeln ordnen sich dann in Schichten an, in deren jeder 
durch Verbindung der Mittelpunkte je zweier anstofiender Kugeln sich 
ein ebenes Netz von kongruenten gleichseitigen Dreiecken heraus- 
stellt; die Schichten ruhen derart aufeinander, daB die Kugeln 
einer jeden einzelnen Schichte in die Liicken der zwei benach- 
barten moglichst tief eindringen und daB iiberdies jede Schichte in 


*) Ein Korper, welcber in der aus Fig. 64 ersichtlichen Weise durch gegen 
seitiges Durchdringen eines Wiirfels und eines regularen Oktaeders entsteht. 




§ 10. Arithmetische Folgerungen. 



die zwei benachbarten durch 
zwei einander entgegenge- 
setzte Translationen iibergeht 
(Fig. 67). 

XX. Aus dieser Tatsache 
ergibt sich auch alsbald der 
Wert des Verb alt nisses, in 
icelchem der von den mbglichst 
dicht (jit ter form if) gelagerten 
Kugeln eingenommene Roam 
dem Void men nach zum ge- 
samten Raume stelit. Dieses 
Verhdltnis berechnet sich (vgl. 

unten § 19) zu 7T \ 2 . 

O 



Die Ausfuhrungen dieses Paragraplien haben Geltung nicht blofi 
fiir die dichteste gitterformige Lagerung yon Kugeln. sondern — mit 
entsprechenden ganz unwesentlichen Modifikationen — auch fur die 


dicliteste gitterformige Lagerung von beliebigen untereinander kongruenten 
and homolog orienticrten Ellipsoid/ n. Man braucht niimlicb nur an 
h telle der Kugel K em allgemeines Ellipsoid als Eichkorper von Stralil- 
distanzen F zugrundezulegen und iiberzeugt sich leicht, daB dann 
die ganze Betrachtung hier fast wortlich in Kraft bleibt. 

XX'. So gilt dann ebenfalls die Tatsache, daB der von liomologen 
Ellipsoiden in dichtester gitterformiger Lagerung erfiillte Raum sich 


zum gesamtm Raume dem Volumen nach icie — 2 : 1 verhalt 

6 

Das Bild, welches dabei die Ellipsoide darstellen, geht aus dem- 
jenigen der moglichst dicht gelagerten Kugeln (Fig. 67) durch eine 
derartige affine Transformation des Raumes hervor, welche eben die 
Kugel K in das gegebene Ellipsoid uberflihrt. 


§ 19. Arithmetische Folgerungen. 

Das gefundene Resultat wollen wir nun arithmetisch 
Es sei eine positiv definite ternare quadratische Form 

/ ( x >y> z ) = ax-+ bif+ cz 2 + 2a yz -f 2b'zx + 2cxy 
mit der Determinante 


auslegen. 



D = 


a 


; C 


c 


b' 


a 


b', a', 


vorgelegt. Dabei sind a, ab - c* und I) notwendig > 0 und diese 
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Umstande charakterisieren auch f vollig als positive Form. Wir 

konneu eine solche Form immer, ohne das reelle Zahlengebiet zu ver- 
lassen, auf die Gestalt 



briugen; wir wollen hierfiir, indem wir 



setzen, kurz 



ffay,*) = S 2 + V 2 + £ 2 



schreiben und zugleich g, y, £ als gewohnliche rechtwinklige Koordi- 
naten deuten und betrachten nun in den letzteren die durcb die Un- 
gleicbung 

t 2 + £ 2 < 1 


dargestellte Kugel mit Mittelpunkt im Nullpunkt. Das Yolumen 
dieser Kugel betragt in den 17 -, g-Koordinaten 4 ;r/ 3 ; also in den mit 
diesen durch das Gleichungssystem ( 88 ) verbundenen x-, y- y ^-Koordinaten 


J = -jJ J* dxdydz 




4:7t 

3|/ D 


Die zugehorige 31- Kugel in bezug auf das Gitter der x,y,z, mit der 
Ungleicbung 

¥+y 2 +?^3P, 

bat sonacb in den x-,y-,z- Koordinaten das Volumen 31 3 J = 4 *-£L -; 

3 y D 

wenn wir also auf dieselbe die Form el (3) anwenden und zugleich 
beachten, daB in dieser Formel im vorliegenden Falle nur das Un- 
gleicbbeitszeichen stattbaben kann, so folgt: 



Da 31 2 zugleich den kleinsten Wert bedeutet, den f(x,y,z) fur 
ganzzahlige, nicht insgesamt verscbwindende Werte der Argumente 

anzunebmen yermag, so ist biermit in 1/ -^2) eine obere Grenze fiir 
dieses „Minimum“ der Form f gefunden; docb ist diese Grenze nicht 



« • 

§ 20. Anwend. auf die Aquivalenztheorie d. ternaren quadrat. Forrneu. 113 


M- 


priizis, es hat der Wert von ^ bei beliebig variierenden solchen 
Koeffizienten a, b , • • •, c, wobei die Form f stets eiue positive bleibt, ein 


_8 / 


von „ zu bestimmen. Es ist namlieh } ]), wie aus den Gleichungen 


”1 So 

Maximum, welches unterhalb y liegt. Nun gestatten uns die 

Resultate der im § 18 durchgefuhrten Untersuchung dieses Maximum 
M 2 

P !> 

(88) erhellt, mit deni \ olumen des Grundparallelepipeds fur das x-, 
y-, ^r-Gitter, berechnet in den r n J-Koordinaten, identisch; wir fanden 
alier im vorigen Paragraphed iudem wir M = 1 annahmen, daB bei 
variierendem Gitter der x , y, z das Minimum des besagten Volumens 
insbesondere dann eintritt, wenn sicli die J/-Kugel in den x- f y-> z- 
Koordinaten durch die Gleichung 

x l + if -f z*~ -f yz + zx + xy = 1 

darstellt; das Minimum von D hierbei betragt somit 


1 


1 

2 y 


. 1 . 

2 7 


1 


i 


_ i 


A 1 1 

•) y * i- 


r •# 

und es ist also das Maximum von ,. i ' gleich p r 2, foMich stets 

y I) ' ° 

M 1 <: 12 I). 

Hiermit ist der folgende Satz gewonnen: 

XXI. Jede positiv definite terndre quadratische Form von der 
Determ inante 1) (> 0) Id fit sick durch entsprechend geivdhlte ganzzalilige 
Werte der Variabeln . die nicht sdmtlich verschivinden, dem Werte nach 

<\ '2D machen. Das Gieichheitszeichen ist dabei nock entbehrlich , aufier 
uenn die Form arithmetisch equivalent ist mit der Form 

V'2D(x 2 -f if -f z 2 yz -f zx -f xy). 

§ 20. Auvvendnngen auf die Aquivalenztheorie der ternaren 

quadratischen Formen. 

Ta , de -K m ] deu j b l e ‘ den vorhergehenden Paragraphen gefundeneu 
Tatsachen ubei die diebteste gitterformige Lagerung von Ellipsoiden 

laCt sich in wemgen Ziigen die ganze Theorie der arithmetischen 

quivalenz positiver ternarer quadratischer Formen ableiten, eine 

lheo rie, die in lhren Hauptsatzen zuerst von GauB*) und Seeber**) 

?, G3tt ’ 5 el - Anz - 1831 (Wiederabgedruckt in Bd. II der ges. Werke) 

Formen, ^Freiburg ^ P°- tern. £ 

Minkowski, diophant. Approximationen 
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gegeben, nachher namentlich von Dirich let*) durch geometrische 
L berlegungen einfacher dargestellt, bisher jedoch immer noch auf 
ziemlich umstandlichen Wegen entwickelt wurde. 

Hier wollen wir nur den folgenden Satz von 6au8 aus dieser 
Theorie beweisen:**) 


XXII. Zu enter beliebig gegebenen positiv definiten ternciren qua- 

dratischen Form 


f {x, g, z) = ax- + by 2 + cz 2 + 2ayz + 2b'zx + 2cxy 

nut der Determinant e D (> 0) Id fit sich immer eine arithmetisch dqui- 
valente Form 


g (X, Y. Z) = AX 2 + BY 2 + CZ 2 + 2A'YZ 




angeben , icobei 

ABC<2D 

ist. 

Zum Beweise dieses Satzes deuten wir die Variabeln x , ?/, z der 
gegebenen Form / als Parallelkoordinaten im Kaume; dann stellt die 
Ungleichung 

f(pcj y, z ) ^ t 2 , ( 89 ) 


unter t einen Parameter > 0 verstanden, den Bereich eines Ellipsoids 
mit dem Mittelpnnkt im Nullpunkt 0 der Koordinaten vor. Wir denken 
uns zunachst t so klein genommen, daB das Ellipsoid (89) auBer 0 
keinen Gitterpunkt in x. ?/, z enthalt, und dilatieren sodann dieses 
Ellipsoid durch VergroBerung des t so lange, bis etwa fur t = 
zum erstenmal ein Gitterpunkt, P x = (l l9 m l9 nfi), in die Begrenzung 
des Ellipsoids eintritt; hierauf dilatieren wir das neue Ellipsoid bis 
zu einem Parameterwert t = JI 2 > M lf so daB dafur zum erstenmal 
ein Gitterpunkt P 2 = (l 2 , tn 3 , n g ) auBerhalb der durch 0 und P x ge- 
zogenen Geraden in die Begrenzung des Ellipsoids fiillt; schlieBlich 
dilatieren wir das neu gewonnene Ellipsoid weiter bis zu einem 
Parameterwert t = il/ 3 > jl/ 2 , so daB dafur zum erstenmal ein auBer¬ 
halb der Ebene OPJ^ befindlicher Gitterpunkt P 3 = (l s , m z , n s ) in 
die Begrenzung des Ellipsoids eintritt. Hernach denken wir uns aus 


*) Di rich let, Crelles Journ. Bd. 40, p. 209 (auch Werke Bd. II, p. 27). 

**) Zur zahlengeometrischen Behandlung der vollstiindigen Theorie vgl.: 
Minkowski, Dichteste gitterformige Lagerung kongraenter Korper, Gott. Nachr., 
Math.-phj’s. Kl. 1904, pag. 330. Dort finden sich auch Angaben fiber die ein- 
schliigige Literatur. — Das Problem der dichtesten gitterfonnigen Lagerungen 
von Kugeln liiCt sich auf Raume von beliebig vielen Dimensionen uberfcragen 
und nimmt allgemein eine zentrale Stellung in der arithmetischen Theorie der 
positiven quadratischen Formen ein. Vgl. daruber Minkowski, Diskontinuitats- 
bcreich fiir arithmetische Aquivalenz, Journ. f Math. Bd. 129, p. 220. 
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0 Pj Jpg P 3 als Fund am en taltet raedcr ein Gitter in X , F Z abgeleitet, 
welches also mit jenem der .r, ?/. ? durch die Transformationsglei- 
chungen 

*=* /, x -h /,r-f / 3 z, 

// = w/jX 4- F -f w 3 Z, 


mit der Determinant** 


, A* 


n.,1 


>/.,Z 


>n ,, />?,, = E 


> l n m 3 

zusammenhangt; diese Transformationsgleichungen iuhren zugleich die 
Form f\x t y,s) in cine Form 

!j< X. Y. Z) - AX- + BY- + (JZ* + -2A YZ + 21! ZX + 2C'XY ( 90 ) 
mit der Determinants J)* = Erl) fiber, wobei 

A — (1) R, 0) = /’('/,, m,, «,) = it/,-’, 

B = </(<», 1, 0) = /•(/,, Wo, «j) = .1//, 

C=ry(0,(l, 1) - f\l 3 , m 3 , « 3 ) - il/,* 

ist, und dir so letzten: Form isl cine solchr. derm Kxiatrnz in dim 
Satze XXII behnuptd nird. 

Um dies darzutun, bringen wir g(X, Y, Z) zuiiiichst (nach Ana¬ 
logs yon (97)) auf die Gestalt: 


(91) 


g(X,Y,Z)-(VA X+ C Y+ 11 ' Z Y 

\ \A VA ) 

+ ('\/ AJi ~ tr, Y+ AA '-" r z)\ (1/ !r z) S 

A y a y a B—r 2 1 \ V a b — r- >> 

oder, wenn wir die Klarmnerausdriicke hier der Reihe nach kurz mit 
—, H, Z bezeichnen, 

y(X, Y, Z) = =* + H-’ + Z 2 , 

und betrachten nun im Koordinutensystem der x. y, z den durch die 
iolgende Ungleichung gegebenen Bereich: 


h(X, Y,Z) = ~ + H = + z '- <i 


(92) 


mdem wir uns hierin X, Y, Z durch *, y, z ausgedruckt denken 
ieser Bereich stellt sich als ein Ellipsoid mit dem Mittelpunkte in 0 

1 6111 ?1 aUf dei ' Be o reilzu ng dar; dabei enthalt er ini 

nneren auBer 0 keinen weiteren Gitterpunkt in x, y, z und zwar aus 

folgenden Grunden: erstens ist fur jeden Gitterpunkt (*, y, z), der auf 


8 
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der Geraden durch 0 und 
Z = 0 hat, offenbar 


Pj auBerhalb 0 liegt, also X ^ 0, ¥ = 0, 

HX, r,Z)£ 1 ; 


ferner ist fur jeden Gitterpunkt (x, y, z), der auBerhalb der genannten 
Geraden in der Ebene OP,P, liegt, also 0, Z= 0 hat, 

<KX, r, x) > b 


und weil B > ^4, daher ebenfalls 


schlieBlich ist fur jeden Gitterpunkt (x, y, z\ der auBerhalb der Ebene 
0P 1 P 2 liegt, also Z^O hat, 

g(X,Y,Z)>C 

und weil C > B > A ist, daher wiederum 


h(X,Y,Z)£ 1. 

Mit Riicksicht darauf gilt fur das in den x->y-,z -Koordinaten ge- 
messene Volumen J des Ellipsoids (92) nach dem Satze XX' fiber die 
dichteste Lagerung von Ellipsoiden notwendig die Ungleichung: 


Nun ist 





d (.r, y,_z) 

m h, z) 



(/HdZ, 



wobei das dreifache Integral iiber den Bereich (92) zu erstrecken ist, 
also gleich ^YABC kommt; andererseits ist 


hieraus folgt: 


d(x, y, z) 
d(X, Y, Z) 




d (x, y, z) 

d (x, y , 

z) 

d(X, Y,Z) 

d(A, H, 

Z) 

d(=, H, Z) ’ 



d(X, Y,Z) 

z) = E 


d(E, H,Z) 

Z) 


d(X,Y,Z) 


4 n 

T 

1 T 


und dies ffihrt, in (93) eingesetzt, zur folgenden Ungleichung fur die 
Koeffizienten A, B, C: 

ABC < 2D , (94) 


wie eine solche in dem Satze XXII verlangt wird. Weiter erkennen 
wir, wenn wir die Koeffizienten bei Y 2 und Z 2 in (90) und (91) ver- 
gleichen, daB jedenfalls 
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C > D * 

= AB — a 2 


sein rauB, und hieraus folgt: 

ABC > D* = E-J ), 

was sich mit (94) nur so vereinbaren liiBt, daB die gauze Zahl E 

gleicli ± 1 ist; letzteres ist aber damit gleichbedeutend, daB die 

term g(X, Y, Z) mit jener f\x, y, z) arithmetisch Equivalent ist, wo- 

durch fiir y ( X, Y, Z) die zweite im Satze XXII postulierte Eigen- 

schaft hervorgeht und also nunmehr der Satz selbst vollstandig be- 
wiesen erscheint. 

Wir konnen uns die zur Form f (x, y, z) vermbge der Transfor¬ 
mation (88) in §19 gehbrenden Variabeln i, r h $ als gewohnliche 
rechtwinklige Koordinaten im Raume den ken, wobei wegen der Kon- 
stanten in dieser transformation das Grundparallelepiped in x, y, z 

ein vollig allgemeines Parallelepiped bildet. Alsdann aber stellen ]/D 
das Volumen dieses Parallelepipeds und ]/A } ]/R y }/C die Langen von 
OP ly OP 2 , ()P 3 im gewohnlichen Sinne vor und wir konnen danach 
dem Theoreme XXII die folgende geometrische Einkleidung geben: 

XXII'. Ein beliebiyes parallelepiped itches Zahlenyitter im Raume 
lafit sich stets naeh einem solchen Grundparallelepiped amrdnen, in 
welch em das Produ/ct a us den Lduyen der drei Kanten nicht yrbfier ist 
als das 1/2-f ache des Volumens des Grundparallelepipeds. 


Viertes Kapitel. 

Zur Theorie der algebraischen Zahlen. 

Wenn auch die in den vorausgehenden Kapiteln angestellten 
Untersuchungen ein selbstandiges Interesse beanspruchen diirfen, so 
wird ihr Wert jedenfalls durch den Umstand erhoht, daB die dabei 
gewonnenen Satze eine Reihe von Anwendungen auf die Theorie der 
algebraischen Zahlen, der quadratischen Formen, der periodischen Funk- 
tionen gestatten. Einige von den Anwendungen auf die Theorie der 
quadratischen Formen haben wir bereits im Zusammenhang mit den all- 
gemeinen Untersuchungen kennen gelernt; hier im folgenden sollen nun 
speziell die Anwendungen auf die Theorie der algebraischen Zahlen 
zur Darstellung gelangen. Es werden sich dabei mehrere Satze er- 
geben, die bisher iiberhaupt nicht an der s, als mit den Hilfsmitteln der 
Geometrie der Zahlen, bewiesen worden sind. 

Der groBeren Anschaulichkeit wegen wollen wir uns dabei meist 
auf die Betrachtung der hibischcn Zahlkorper beschriinken; doch lassen 
sich die Uberlegungen, die wir anstellen werden, und die Satze, zu 
denen wir gelangen werden, durchweg auf Zahlkorper beliebig hohen 
Grades ilbertragen. Vorerst aber miissen wir den Begriff des alge¬ 
braischen Zahlkorpers selbst in allgemeiner Weise einfiihren. Neben 
den ganz elementaren Tatsachen der Algebra werden wir dabei nur 
den Fundamentalsatz der Algebra liber die Existenz von n Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung wten Grades und andererseits den Haupt- 
satz iiber die symmetrischen Funktionen von n GroBen voraussetzen: 
den letzteren Satz brauchen wir hier in der Fassung, daB jede gauze 
symmetrische Funktion von n GroBen mit lauter ganzzahligen Koeffi- 
zienten sich aus den n elementarsymmetrischen Funktionen dieser GroBen 
durch Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen aufbauen laBt. 

. § 1. Begriff der ganzen Zahl. 

Jede Zahl, welche Wurzel einer algebraischen Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten ist, heiBt eine algebraische Zahl. Die Ivoeffi- 
zienten der Gleichung konnen wir dabei immer als ganzzahlig voraus- 
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setzen. Eine algebraische Zahl, welche irgend eiuer Gleichung mit 
ganzzahligen Koeffizienten und dem hdchsten Koeffizienten 1 geniigt, 
wird eine game algebraische Zahl genannt. 

XXIII. Eine rationale Zahl , tcelche algebraiseh gam ist. ist stets 
eine game rationale Zahl. Denn geniigt. eine Zahl r s, wobei r, s 
rationale ganze Zahlen und teilerfremd sind und s positiv ist, fur x 
gesetzt einer Gleichung 

Z + a i Z~ l -r - -f- • • • -f a t = 0, 
mit ganzen rationalen Koeftizienten a I y U2 * • • • y di y » folgt daraus: 


a 


S 


a ]t 


i -1 


/ _ •> 

a»r -s 


a j s 


j - i 


denmach ist i J s eine ganze rationale Zahl. Sind nun p, q zwei ganze 
rationale Zahlen. die der Gleichung ps — qr = 1 geniigen is. Kap. J, 
S 3), so folgt aus (ps — 1/ = (qr)' durch Division mit s, daB 1 s 
eine ganze Zahl, mithin notwendig s — 1 ist. 

Ganze algebraische Zahlen werden wir in der Folge auch sehlecht- 
bin ganze Zahlen nenuen. 

XXIV. Summe, Dijferenz und Erodult ztreier gamer Zahlen sind 

ehen falls game Zahlen. Denn es seien cc v bzw. fa, fa,, . . fa f 

samtliche Wurzeln von solchen zwei Gleichungen mit ganzzahligen 
Koeftizienten und dem hdchsten Koeffizienten 1, denen die zwei 
vorgegebenen ganzen Zahlen u lf fa bzw. geniigen. Dann sind die 
Koeffizienten der nach Potenzen von ?/ entwickelten Gleichung 

l,//i 1 , rt 

11 I I I ) («/, + X)} = o 

A k 

einerseits in den andererseits in den fa, folglich — 
wie eine zweimalige Anwendung des Hauptsatzes fiber symmetrisehe 
Funktiouen ergibt — ganze rationale Zahlen; dabei ist der hochste 
Koeffizient der Gleichung = 1; daraus folgt, daB jede Wurzel dieser 
Gleichung, insbesondere also auch a, -{-fa, eine ganze Zahl ist. Ent- 
sprechend beweist man den Satz fur die Differenz und fur das Pro- 
dukt zweier ganzer Zahlen. 

XXV. Von jeder algebraischcn Zahl ist stets ein geicisses Multi- 

plum (in gewohnliehem Sinne) eine game algebraische Zahl Denn <x e - 
niigt die Zahl a fur x gesetzt der Gleichung ° 

<V-' + a^ J ~ l -}-f- a t = 0 

mit ganzen rationalen a 0 , a l9 . . ., a„ so ist a 0 « eine Wurzel y der 
Gleichuno- 




a i a 0 


l -1 


= 0, 


• • • 
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welch letztere aus der vorigen Gleichung durch Multiplikation mit 

«o unci Substitution von y fiir a 0 x hervorgeht; folglich ist a n a 
eine ganze algebraische Zahl. 

Es zerfalle eine ganze rationale Funktion F(x), welche zu Koeffi- 

zienten lautei ganze lationale Zablen habe und dementsprechend 

kurz eine game ganzzahlige Funktion heiBe und welcbe uberdies 1 

zuni hochsten Koeffizienten haben soli, in zwei ganze rationale Funk- 

tionen von x mit rationalen Koeffizienten, kurz: in zwei ganze rational- 
zahhge Faktoren: 

F(x) = f(x)g(x), 


wobei wir annehmen konnen, daB die hochsten Koeffizienten in fix) 
und in g(x) gleicb 1 sind. Da die siimtlichen Nullstellen von F(x) 
(d. b. die Wurzeln von F(x) = 0) ganze Zahlen sind, so sind es aucb 
alle Koeffizienten in f(x) und in g(x), indem dieselben sicb jeweils 
aus gewissen unter den Xullstellen von F(x) durch lauter Additionen 
und Multiplikationen zusammeusetzen; da nun diese selben Koeffi¬ 
zienten zugleich rationale Zahlen sein sollen, so sind sie hiernach 
(vermoge XXIII) ganze rationale Zahlen. 

XXVI. Wenn also eine ganze ganzzahlige Function mit dem 
hochsten Koeffizienten 1 in cin Frodukt von ganzen rationalzahligen 
! iinldwnen zerfdllt, so miissen sich die Koeffizienten der letzteren , so- 
bald die hochsten darunter = 1 gemaclit wcrrden sind, durchweg eben- 
falls als ganze rationale Zahlen enceisen. 

Unter einer irreduziblen Funktion bzw. irreduziblen Gleichung 
schlechthin wollen wir hier eine solche ganze Funktion f(x) bzw. 
Gleichung f(x) = 0 verstehen, die im Bereiche der rationalen Zahlen 
irreduzibel ist, d. h. wobei f\x) rationalzahlig ist und nicht in zwei 
ganze rationalzahlige Faktoren mit Graden ^ 1 zerlegt werden kann. 

XXVII. Zu jcder algebraischen Zahl a gehort eine vollig bestimmte 
irrcduzible Gleichung mit dem hochsten Koeffizienten 1, uelcher a ge- 
niigt. Denn es sei F(x) = 0 irgend eine Gleichung mit ganzen ratio¬ 
nalen Koeffizienten und dem hochsten Koeffizienten 1, welcher die 
zunachst als ganz vorausgesetzte Zahl a geniigt, und es sei n der 
Grad von F(x). Um vor allem eine irreduzible Gleichung fiir a 
nachzuweisen, setzen wir zunachst ganz allgemein 


F 0) = f(F)g(x) 

an, wobei f(x) 9 g(x) Funktionen von derselben Beschaffenheit sein 
sollen wie F(x), a sich unter den Wurzeln von f(x) = 0 befinden 
moge und ausdriicklich auch die Eventualitat f(x) = F(x), g{x) = 1 
zugelassen sei. Es laBt sich leicht aus den Koeffizienten von F(x) 
eine obere Grenze fiir die Betrage der samtlichen X'ullstellen von F(x) 
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erschlieBen: und weil die Koeffizienten von /(./'). bei dem eben ge- 
machten Ansatze, elementarsymmetrische Funktionen gewisser unter 
den Nullstellen vonl’m sind, so folgen daraus weiter obere Grenzen 
fur die Betriige der Koeffizienten von fix). Da nun diese letzteren 
Koeffizienten der Reihe der ganzen rationalen Zahlen angehdren sollen, 
so liiBt sicb hiernacb von vornherein eine endliche Anzalil von ganzen 
ganzzahligen Funktionen mit Gradzahleu < n und dem hdehsten 
Koeffizienten 1 angeben, unter denen sicb ein jedes hier in Be- 
tracht konnuende fix) notwendig befinden muB. Unter alien dieseu 
Funktionen suclien wir nun eine von moglichst niedrigem Grade 
anf, welche in F(x) aufgeht und a zu einer Nullstelle hat; diese 
Funktion ist dann nacli der Art, wie sie bestimmt wurde, notwendio* 
irreduzibel. DaB es aber keine von dieser verscbiedene irreduzible 
funktion mit dem hoch.sten Koeffizienten 1 geben kann, welche a zu 
einer Nullstelle hatte, folgt daraus, daB sonst die betreffenden zwei 
Funktionen einen groBten gemeinsamen Toiler von niindestens erstein 
Grade liaben muBten, welcher durch rationale Operationen bestimmbar 7 
also rationalzahlig ware und sonach einen Divisor von Fix') mit a 

als Nullstelle von noch niedrigerem Grade, als hier mdiglieh, vorstellen 
wiirde. 

Der so fiir gauze Zahlen a bewiesene Satz liiBt sich nunmehr 
durch Vermittlung des Satzes XXA anf beliebige algebraische Zahlen 
iibertragen. 


§ 2. Der kubische Korper. 

Es sei die algebraische Zahl 0 als eine bestimmte Wurzel einer 
irreduziblen kubischen Gleichun<r 

o 

/(0 = + at 2 -I- bt + c = 0 ( 1 ) 

festgelegt. Die Gesamtheit der Zahlen, welche sich als rationale 
funktionen von 0 mit rationalen Koeffizienten darstellen lassen, bildet 
den Korper oder Kationalitiitshoreich von 0. Wir bezeichnen denselben 
mit K(0). Jede Zahl (o dieses Korpers erscheint also in der Form 
g(0)ilt(0) } wo (j(0 ), h(0) gauze rationalzahlige Funktionen des Argu¬ 
ments sind und h(0) =f= 0 ist. Da die Funktionen f(t) und h(t) 
wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitat von f(t) und wegen Ji(0) = 4 = 0 
keine gauze Funktion von t von einem Grade > 1 als gemeinsamen 
leiler haben kdnnen, so lassen sich nach einem bekannten Satze 
zwei weitere gauze rationalzahlige Funktionen F(t\ H(t) derart er- 
mitteln, daB identisch in t 

F(t)f(t)+H(t)h(t)=l 

wird; daraus folgt dann fur t = 0: 
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was in 



eingesetzt, 



9(0) 
h {d) 


co = f)(0) H(0) 


ergibt. Da ferner eine jede ganze Funktion von 0 sich mittels der 
Gleichung 

0*=- a 0 2 -b0-c 


auf eine ganze Funktion von niedrigerem als dem dritten Grade redu- 
zieren laBt, so folgt weiter, daB jede Zakl co in K(0) sich in der Form . 

co=p + qO + rd 2 (2) 

darstellen laBt, wobei p, q. r rationale Zahlen sind. Dicse Darstellung 
ist enuleutig; denn ware zugleich 


co = p* -}- cf'O + 

mit ebenfalls rationalen p* y q*, r* so wiirde 

p — (q — q*)0 -f (r — r*)0 2 = 0 

folgen und dies kann wegen der Irreduzibiiitat von (1) nur so statt- 
finden, daB j)* = p 9 q* = q y r* = r ist. Umgekehrt ist es klar, daB 
jede GroBe (2) mit rationalen p , q, r zum Korper K(6) gehort. Mit- 
hin hildct der Korper K(0) den Inhegriff alley Grbfien von der Form 
P H- q6 + r0% wobei p , q , r beliebige rationale Zahlen sind. — 

Sind 0, 0\ 0" die drei Wurzeln von (1), die wegen der Irredu¬ 
zibiiitat von (1) gewiB untereinander verschieden sind, so nennen wir 
die drei Zahlen 

co = p -f qO -f- r$ 2 f co — p + qO' -f- rO' 2 , co" = p -f qO" -f- rO" 2 


untereinander konjugiert. 

Wegen der Irreduzibiiitat von f(t) wird jede rationalzahlige 
Gleichung, welcher 0 geniigt, aucli durch O' und 6" erfullt sein. Ist 
nun co in irgend einer von (2) verschiedenen Weise als rationale 

Funktion von 0 dargestellt, co = p + q0 -f- rO 2 = so besteht da¬ 
rn it eine rationalzahlige Gleichung fur 0 und darf in dieser 0 durch 
O' und durch 0" ersetzt werden: es folgt daher, daB dann stets auch 

q (O') , g(9") " 

)k[<F) = w ' h [0") 03 

gelten wird. Begegnet man ferner einer rationalzakligen Gleichung 
fur co, so geniigen derselben Gleichung auch co' und co". Ist co selbst 
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rational, so muB in der Darsteliung <2) wesren ibrer Eindeutigkeit 

o >. ' r> o 

notwendig 0 = 2*1 *1 — 1 b r = ^ sein, und wenn speziell to = 0 ist, 
so muB zudeni j) = 0 sein. Drei konjugierte Zalilen sind danaeb 
entweder samtlich =0 oder samtlich 4=0, und iiberhaupt, wenn eine 
von ihnen rational ist, so sind sie samtlich untereinander gleich. 

Aus der Definition der ganzen algebraischen Zahl folgt nun 1111 - 
mittelbar, dab wenn eine Zahl o ganz ist, aucli die dazu konju- 
gierten Zalilen o', 0 " ganz sind. 

Das Produkt der drei konjugierten Zalilen 0 ), o', o' heiBt die 
-A arm von o, in Zeiehen: Nm o: dicse/he ist als svmmetrische Funktion 
von 0, 0, 0 rule rationale Zahl; falls dalni cine gauze Zahl = 4=0 
ist, nmfi Nm o erne gauze rationale Zahl =4 o, also mshesonderc v<>u 
Bet rage einem > 1 sein. — 

Aus irgend einem Vieltaehen von 0, aus 'Hi. 3 0, . . ., geht often bar 
derselbe Kdrper, wie aus 0 , liervor. Da wir nun nach XXV eiu solehes 
Vielfaches von 0 bestimmen kiinnen, das eine gauze Zahl ist, so 
werden wir hier ohne wesentliche Beschninkung annehmen diirfen, daB 0 
selbst eine gauze Zahl ist, also a. !>. c in ill gauze rationale Zalilen 
sind. DaB sich unter dieser Voraussetzung aus (2) mittels ganzer ratio- 
naler )>, g. r lauter gauze Zahlen o des Korpers ergehen, ist klar; es 
fragt sich nur, ob es in K{0) nicht aucli andere gauze Zahlen gibt, 
die aus der Form (2) mittels gehroehcner rationaler }>. g. r hervorgehen. 

Um diese Frage zu beantworten, bedienen wir uns eines geo/netrischm 
Bildes far die Zahlen in K(0). Wir beziehen diese Zahlen auf Punkte 
im Ranine, indent wir ein raumliches System von Parallelkoordinaten 
A, Y,Z zugrundelegen und einem Punkte (A, Y,Z) jeweils die GroBe 
X + YO + Z0- zuordnen. Einem jeden Punkte mit rationalen Ko- 
ordinaten A, Y, Z entspricht alsdann eine Zahl iu K(0) und umge- 
kehrt. Es ist klar, daB hierbei jedem Qitterpnnltc in A, Y, Z eine 
game Zahl in K\0) entsprechen wird; das Umgekehrte liiBt sich aber 
nicht behaupten und wird aucli im allgemeinen nicht der Fall sein. 
dedenfalls leuchtet es ein, daB wenn ein Punkt (A. Z) einer ganzen 
Zahl in K(0) entspricht, dann aucli jeder zu (A, Y, Z) in unserem 
Gitter homologe Punkt, d. h. (vgl. S. 84) jeder Punkt, dessen Koordi- 
naten von den beziiglichen A. Y.Z um gauze rationale Zahlen differieren. 
eme gauze Zahl in K(0) vorstellen wird. Mit Riicksicht darauf kiinnen 
wir uns gegenwiirtig auf die Betrachtung jener ganzen Zahlen in K{0 \ 
beschranken, dereu zugehorige Punkte (A, Y, Z) in dem durch 


o<a<i, 0< y< 1 o<z<i 


(31 


definierten Gruudparallelepiped unseres Gitters liegen; aus alien dazu 

homologen Punkten, und nur aus diesen, ergeben sich dann siimtliche 
iibrige gauze Zahlen in K(0). 
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Nun ist es zunachst leicht einzusehen, da6 irn Grundparallel- 
epiped (3) nur eine endliche Anzahl von Punkten (X, Y, Z) vor- 
handen sein kanu, welche ganzen Zahlen co = X + Y6 + Z6 2 ent¬ 
sprechen. Bilden wir namlich fur eine in dieser Weise dargestellte 
ganze Zahl co die Gleichung 

0 ( t ) = (t- co) (t - co') (i i - co") = 0, (4) 

so hat cheselbe zu Koeffizienten GroBen, welche als sjmmetrische 
Funktionen der GroBen 0 , O', 6" rationale Zahlen werden; fiir die 
halle, wo X. Y, Z dem Bereiche (3) angehciren, konnen wir ferner, 
eben mit Riicksicht auf (3) und mittels einer oberen Greuze fur die 
Betrage von 0, O', 0", ganz bestimmte obere Grenzen fiir die Betrage 
der Koeffizienten in <p(t) angeben; da nun diese Koeffizienten als 
rationale und zugleich ganze algebraische Zahlen sicb als ganze 
lationale Zahlen erweisen rniissen, so folgt daraus, daB es nur eine 
endliche Anzahl von solchen Gleichungen (4) geben kann, welche 
ganzen Zahlen co und dabei Punkten (X, Y, Z) aus dem Bereiche (3) 
entsprechen; hieraus geht dann umgekehrt hervor, daB nur eine end¬ 
liche Anzahl von solchen ganzen Zahlen co existieren kann, fill* welche 
A r . Y. Z samtlich ^ 0 und < 1 sind. 

ii konnen nun eine Adaption des Systems aller jener Punkte 
(A, 1,Z), welche den ganzen Zahlen in X(0) entsprechen, in bezug 
auf das Gitter der X , Y, Z genau nacli der in Kap. Ill § 14 darge- 
legten Methode vornehmen. ir kommen dann zu dem Ergebnis, 
daB die Gesamtheit der ganzen Zalden in K(0 ) zu ihrem geometrischen 
Lilde ivieder cm parallelepipedisch anzuordnendes PunJctsystcm, also ein 
Zaldengitter hat oder , wie inr in solchen Fallen sagcn icalien , einen 
Modal" Inldef. Wir konnen namlich, wie jetzt einleuchtet, unter 
alien jenen Punkten, welche ganzen Zahlen in K(6) entsprechen, zu¬ 
nachst auf der positiven X-Achse einen dem Nullpunkte 0 am nach- 
sten gelegenen Punkt A finden, weiter auBerhalb der X-Achse in der 
Halbebene P>0 der AF-Ebene einen Punkt B bestimmen, welcher 
der A-Achse moglichst nahe liegt, schlieBlich auBerhalb der AF-Ebene 
im Halbraume Z > 0 einen Punkt T ermitteln, welcher moglichst nahe 
an der AF-Ebene liegt. Wenn wir nunmehr aus dem Tetraeder 
OABT in der iiblichen Weise Koordinaten x. y , z ableiten, indem wir 
fiir einen beliebigen Punkt S des Raumes die vektorielle Beziehung 

OS = x • OA + y • OB + z - Of 

ansetzen, und wenn wir andererseits mit co I? co 2 ,co 3 diejenigen ganzen 
Zahlen in K(0) bezeichnen, welche den Punkten A, B, T in dem fest- 
gelegten Sinne bzw. entsprechen, dann stellt jeder Gitterpunkt in 
x, y, z offenbar eine ganze Zahl, und zwar 
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0 ) — ./'(•) 


. r yoi 2 -|- *w 3 ioi 

vor. Aber aucli umgekehrt entsprieht tlanu jeder ganzen Zahl in A( 0 > 
ein Gitterpunkt in .//, ?/, dt*nu wiirde irgend einer solcken Zahl ein 
Punkt mit niclit lauter gan/.zahligen Koordinaten j, y , r entsprechen, 
so wtirde sich aus demselbeu durcdi eine entsprechende Translation 
ein Punkt im Grundparallelepiped OABT des x- 9 y-. ^-Gitters, also mit 
0 <£ x < 1, 0 < y < 1. 0 < z < 1, ergeben, welcher einer ganzen Zahl 
entspraehe und niclit mit dem Punkte O zusammenfiele, was der Art und 
Weise, wie die Punkte A, B ? T bestimmt wurden, widersprechen wtirde. 

XXVIII. Wir hahen hiermit festgestellt, daB in einem kubisehen 
Kin per sich immcr drei gauze Zahlen Wj. o) :i derart angeben lasso/ 
(and zwar offenbar uaf unendlich vide Weisen), dap dnrch dieselben 
jede gauze Zahl des Kbrpers sich in dry Farm (5) mit ganzen ratio- 
nalen x. y, z eindeutig darstellt. Drei Zahlen im kubisehen Korper 
von dieser Eigenschaft nennt man eine Basis im Korper. 

Sind dann co/, w/'; co 2 \ o) 2 ": f.) 3 " die zu o l , (o 2 , ov 6 bzw. kon- 

jugierten Zahlen, so ist es eiuleuchtend, daB auch oj, to/, co 3 ' eine 
Basis im Korper K(0') f ebenso o>, , o)./', (o/ eine Basis im Korper 
K(0") bilden. 

Eine der obigen analoge Betrachtung liiBt sich tiir eineu Korper 
beliebig hohen Grades durchfuliren. Es stellt sich dann allgeiuein 
die Tatsache heraus, 

XXV1IT. dafi in einem Korper vom Grade )i, d. h. in einem 
Bationalitatsbereich, welcher aus einer Wurzel einer irrcduziblen Glei- 
chung n-ten Grades entspringt , sich eine Basis , best eh end aus n ganzen 
Zahlen. angeben la fit. derart. dafi durch diese n Zahlen jede gauze 
Zahl des Kbrpers sich linear homogen mit ganzzaldigen rationalen 
Koeffizientcn, und zicar auf eindeutige Weise , darstellen lafit. 


§ ;>. Diskriminante des Kbrpers. 

W ir suchen nun nacli einem einfacben Kriterium daftir, wann 
drei beliebig gegebene von Null verschiedene gauze Zahlen co v co„, co. 5 
eines kubisehen Kbrpers K[0) eine Basis in diesem bilden. Damit 
solches der Fall sei, dtirfeu vor allem die drei Punkte, welche im Ko- 
ordinatensystem der X. Y. Z (vgl. § 2) den drei Zahlen a l9 o> 2 , o s bzw. 
entsprechen und etwa die Koordinaten p l9 q l9 r 4 ; p 2 , q 2 , r 3 { p i9 q. 6 , r 3 

haben mogen, mit dem Nullpunkte niclit. in einer Ebene lieo-en* es 
muti also ° 7 


Pi / P>j 

( ll> ( li » 



( h 




>*., 



+ 0 
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sein. Gehen wir nun von den Zahlen 

<°i = Pi + 'h0 + r x 0 2 , 

C0 2 =P2+ ( h e + >2 
= Ps~ i r f h° + r 9 0* 

711 den dazu bzw. konjugierten iiber, und zwar 

f,J i = Pi + ( hQ + >'i O' 2 , w/' = p x + q 1 6" -f r x O'' 2 , 

f0 2 = P» + q<fi ~h >* 2 O' 2 , co 2 " = p 2 + q 2 0" -f r 8 O'' 2 , 

a z = Ps + %0'+ h O' 2 , to” = p,+ q 3 0 " + r 3 O'' 2 , 

und bilden wir die Determinante 


»1, 

co 2 , 

«3 * 

1, 

0 , 

0 2 I 

Pi, 

P2> 

Ps 

A(«i, co 2 , co 3 ) = 0 /, 

co 2 , 

co 3 = 

1, 

O’, 

O' 2 

■ [Qi, 

</2> 

( h 

n 

1 , 

// 

W 2 J 

// 

W 3 1 

1, 

e", 

O'' 2 

; * 1 ; 

>' 2 , 

r 

; 3 i 


so wird, sobald die Bedingung (<>) erfiillt ist, wegen 

|i, o, e 2 i 

1, O', O' 2 \ = -(0-0\0 - 0”)(0- 0 ") 4= 0 
1, 0 ", 0 " 2 1 

auch 

A(wi, « 2 , co 3 ) + 0 (7) 

sein; umgekehrt hat (7) notwendig die Ungleichung (6) zur Folge. 
Anstatt der Determinante A wollen wir nun das Quadrat hiervon in 
Betracht ziehen, 

A (Wj y CO 2, O3 ) = D(o) j, C 0 2 , CJ3) , 

welches als gauze algebraische Zahl und zugleich symmetrische Funktion 
von 0, O', 0" eine game rationale Zahl ist; diese Zahl soli die Diskri- 
minante der Zahlen co { , co 2 , co 3 heiBen. Als erste, mit der Ungleichung 
(6) gleichbedeutende Bedingung dafiir, daB co lf co 2 , co 3 eine Basis 
bilden, erkennen wir nunmehr den Umstand, daB die Diskriminante 
dieser drei Zahlen 4 = 0 sei. 

Drei Zahlen in K(0) von der letztgenannten Eigenschaft werden 
voneinander unabiding ig genannt. 

Die Diskriminante einer Basis besitzt nun noch eine weitere 
wesentliche Eigenschaft, durch welche sie unter den Diskriminanten 
von Tripeln unabhangiger ganzer Zahlen iiberhaupt ausgezeichnet 
wird. Angenommen namlich, es stellen die ganzen Zahlen a> lf co 2 , co 3 
eine Basis in K{0) vor und es seien SI ly Sl 2 , Sl s irgend welche drei 
voneinander unabhangige ganze Zahlen in AT(0); dann drilcken sich 
die letzteren durch die ersteren in der Form 
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D{Zl x , £1.,, Sl :i ) = Duo,, (o.j , fjj) 


r. 


*•1 — (jj -f- 7>j co 2 4 (\ w 3 , 
li., = 4,(0, -f- B., id., ^ 2 fJ 3> 

4 id., 4 Oy (J 3 

axis, wobei 4,, i>,, . . 0, ganze rationale Zahlen sind, und gleich- 

zeitig iibertragen sich diese drei linearen Beziehungen auch auf die 
zu Co,,. . .. Sl A konjugierten Werte co/, . . . Sl A bzw. w,", . . . aus 
dem ganzen System der neun linearen Gleiehungeu folgt sodann: 

c -' ^ n n 

4 I J 4 2 

A, n„ a, ■ 

c„ c, 

Die hier an letzter Stelle stehende Determinante ist eine ganze ratio¬ 
nale Zalil und von Null verschieden, da die linke Seite 4=0 ausfallen 
soil; ist diese Zahl = 4 1, dann lassen sicb co,, co 27 co 3 und hiermit 
weiter alle ganzen Zahlen in K(0) auch durch ll x , Sl 29 Si 3 linear 
homogen mit rationalen ganzen Koeffizienten darstellen, es bilden 
dann also auch Il. 2 , Sl 3 eine Basis in K(0)\ ist dagegen die be- 
sagte Determinante dem Betrage nach > 1. dann konnen die Koefti- 
zienten der linearen Darstellung von a lf to.,, co 3 durch Sl lf P- 2 , Sl. A 
nicht samtlich ganzzahlig sein, also stellen P x , <1.,, <> , in diesem 
Falle keine Basis vor. 

-^■NIX. Hicraus lolgt unmittelbar, dab sdndlielie Da sen ernes 
/. ubischcn Korpe.rs cine and diesel he Dishy inundate hahen. ivelehc untcr 
alien Dislrnmnantcn von je drei nnahhdni/iifen yanzen Zahlen des Kor- 
pers den hlcrnsten Defray hat und zuffleleh yenieinsamer Teller idler 
soldier Dishrhninanten ist. Dieselbe wird kurzweg die Dishriminante 
des Korpers genannt. 

Ein ganz analoger Satz laBt sich fur jeden algebraischen Zahl- 
korper, von beliebig hohem Grade, heweisen. 

Wir werden nunmehr zur Darstellung der Zahlen in einem ku- 
bischen Korper K(0) ausschlielilich die Form 


o) = x co* 4 >/«9 4 z(o„ 

mittels einer Basis brauckeu und mit Kiicksicht darauf 
Form eine Basis form fiir K[0) nennen. 


eine solche 


§ 4. Eine Eigenschaft (ler Diskriminanten von Zahlkorpern. 

Es gilt der folgende wichtige Sat/.: 

XXX. Die Dishriminante eines alyebraischen ZahMrpers, ausqc- 

nommen den Korper der rationalen Zahlen, ist immer durch icenigstens 
eine Primzahl teilhar. 
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Um diesen Satz fur einen kubischen Korper zu beweisen, 

unterscheiden wir, ob die drei konjugierten Korper K(0), K(V), K(Q "j 
alle re ell sind oder zwei derselben, etwa K{6) und konjugiert- 

koraplex und der dritte, K(0"), reell ist, mit anderen Worten, ob die 
Diskriminante D von K{0) positiv oder negativ ist. 

Im ersteren Falle bilden wir mittels der Basen o u co 2 , a> 8 ; 

w i 9 ® 2 > w 3 i w i > a 2 j den drei konjugierten Korpern K(d) y 

K(6") die drei linearen Formen 


5 — XCO j -f~ // Oo -f- Z , 

V = xa 1 + y& 2 ~\~ za 3 ', ( 8 ) 

£ = x G9j -j- yco 2 '+ z c ) 3 ", 

deren Determinante ± }/I) ist, und wenden auf dieselben den Satz IV 

aus dem ersten Kapitel an, mit der Verscharfung, die wir diesem 

Satze in § 10 desselben Kapitels gegeben haben. Darnach gibt es 

ganze rationale Werte x, y , e, die nicbt alle verschwinden und fur 
welche 

\%\<VD, \v\<Vb, \%\<Vd ( 9 ) 

wird; zugleich wird keiner dieser drei Betrage verschwinden, denn 
die Null laBt sich durch eine Basis wegen der Eindeutigkeit der Dar- 
stellung nur in der Weise mit rationalen Koeffizienten x , y , z dar- 
stellen, daB diese Koeffizienten saintlich verschwinden, was hier aus- 
geschlossen ist. Es gibt demnach in K(6) eine ganze Zahl 2; von der 
Eigenschaft, daB 

0<;Nm6|-|^fi<y5 (10) 

ist. Da nun die Norm einer von Null verschiedenen ganzen Zahl eine 
rationale ganze Zahl =4= 0 ist (vgl. S. 123), so ist dabei notwendig 


und daher folgt aus (10): 

D> 1. 

Mithin muB D mindestens eine Primzahl als Faktor enthalten. 

Im zweiten Falle, D < 0, zerlegen wir die Formen J, i] in ihre 
reellen und imaginaren Bestandteile, wie folgt: 

-W ^ _ <p — i& 

6 ~~ W~ ’ v ~ v* 

Die drei reellen Formen <p, ty, £ haben sodann dem Betrage nach 
dieselbe Determinante wie die Formen £, ?/, £ (vgl. Kap. Ill § 8), und 
indern wir auf sie wieder den vorhin herangezogenen Satz anwenden, 
erkennen wir, daB drei ganze rationale Zahlen x , y , z existieren 
miissen, die nicht alle verschwinden und fiir welche 




§ 4. Eine Eigenschaft der Diskriininanten von Zahlktfrpern. 


12 9 


<F 


<V-i>, * <> -i), s <I -/) 


12) 


wird. Fiir 
noch auf 


drei solche Werte x. »/. e wird somit, mit Rueksicht 

s ’/ s> I — ->-; 5 

•rf 

und darauf, dali |, r h t fur eben diese y, z von Null verschieden 
ausfallen miissen, die Ungleichung bestehen: 


0<iNm| = ; i ( £ | < ] — D: 


da nun gleiehzeitig 

o o 


wird, so folgt hiernacb: 


was ■/.u zeigen war. 


1 < . Nm s 

l < - A 


Mit Hilfe entsprechender unter deu in Kap. Ill §§ 9, 10 cr e - 

wonnenen Satzen, zu welchen uns die Betraehtung des Oktaeders und 

des Doppelkegels gefuhrt hat, lassen sicli fur die Betray der Dis- 

kri mi li an ten kubischer Korper kohere untere Gren/.en, als°die niemals 

angenoinmene Grenze 1, angebeu. In, ersteren der beiden unter- 

schiedenen Falle (D> 0) konnen wir auf die Formen r h £ den Satz 

XV 11 anwenden; darnach gibt es rationale ganze Zahlen x, y. z. die 
nicht alle verschwinden und fur welche 


wird; hieraus folgt 


i < AS,<|i I) 


also 


I)> 


81 


4 ’ 

T) > 21. 


T . (13) 

m zweiten Falle (I) < 0) gibt es nach dem Satze XVIII' rationale 
n anze Zahlen x, y. z, die nicht alle verschwinden und fiir welche 

1< AS 

wird; daher ist im zweiten Falle 


8V-J9 

9;r 


- D 


also 


81 71" 

64 ' 


~D> 13*) 


(14) 


° le h ‘ er durch o e fuhrte Betraehtung lafit sich auch auf Korper 

kleinste Wertwelcheif Mne'po^iti^'b- 3 . 0nde ™ 49 res P- -23 der absolut 
Korpers annehmen kann. ZW ' ne ° afclve Dwknminante eines kubischeu 

Minkowski, diophant. Approximationen. 
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beliebig bohen Grades in Anwendung bringen. Man findet dann all- 
gemein, daB 


XXXI. fiir einen Korper n-ten Grades , bei welcliem die erzeugende 
irreduzible Gleichung n-ten Grades 2s imaginare und n — 2s reelle 
Wureeln hat , 

i) > [7^)1__T 

L\ 4 / 1 . 2 • 3 . • • n J 



(St*) Diese untere Grenze von \D\ ist eine mit der Zahl n liber 
jede Grenze iiinaus wachsende GroBe, so daB zu jeder noch so grofien 
positiven Zahl G sich eine ganze positive Zahl n derart angeben 
laBt, daB bei den Korpern hoheren als n-ten Grades Diskriminanten 
von einem Betrage ^ G gewiB nicht vorkommen. 


§ 5. Endlichkeit (ler Anzahl der zu gegebener Diskriminante 

gehorigen Korper. 


XXXII. Es gibt nur ctne endliche Anzahl von lcubisclien Korpern> 
welche eine gegebene Zahl B zur Diskriminante haben. 

Ehe wir diesen Satz beweisen, suchen wir zuniichst die folgende 
hrage zu entscheiden: Wenn co irgend eine Zahl im kubischen Korper 
K(6) ist, unter welchen Umstanden wird dann der aus co hervor- 
gehende Rationalitatsbereich K(co) mit dem Korper K(6) zusammen- 
fallen? 

Wie bei (4) ausgefiibrt wurde, geniigt jede Zahl aus K{0) eiuer 
i*ationalzabligen kubischen Gleichung, die irreduzibel oder reduzibel 
sein mag, ist also der Korper K{co) hochstens vom Grade 3. Wenn 
nun K(co) = K{6) sein soil, so miissen insbesondere die Zahlen 1, 6 , Q 2 
durch die Zahlen 1 , co , co 2 linear homogen mit rationalen Koeffizienten 
darstellbar sein; hieraus folgern wir leicht durch Heranziehung der 
zu den in Rede stehenden konjugierten Zahlen, daB dann die Deter- 
minante A (1, 0 , 6 2 ) (siehe S. 126) sich als Produkt der Deter- 
minante 



I ff tf o l 

y CO , (D ~ | 


in eine rationale Zahl darstellen muB. Darnach muB dann die De- 


*) Zur Ableitung dieses Satzes vgl. Minkowski, Geometrie der Zahlen t 
S. 134. 
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term in ante A(1 ,o,<d s ) notwendig +0 untl also miissen die Zuhlen 

“• < 0 , o' untereinander verschieden sein. 1 st umgekehrt die letztere 

Bedingung erfiillt and damit auch A (1, o, a 2 ) + 0, so ist die besagte 

lineare Darstellung von 1 . ft. ft- durch 1 , «, o' 2 dann immer moglich 

und daher der liationalitiitsbereich K ltd I mit deni Korper K(0) 
identisch. 

Jetzt sei eine gauze rationale Zahl 0 vorgelegt; wir frao-en 
ob es kubische Korper mit der Diskriminante D gibt. Nehmen wirin’ 
es se. K{0) ein soldier Kiirper, o v o,, to, eiue Basis in demselben’ 

4 ~ + die zugehorige Basisform; ferner seien t nach 

1 ' ) fJie deul i entspreehenden Basisformen in den zu K(0) koniu- 
gierten Korperji. J 

1st I) > 0 , sind also 5 , f samtlieli reelle Fonuen, dann dbt 
es nach clem Satze auf Seite 10 rationale ganze Werte y. z. "die 
mcht samtlich verschwinden und fur welche 


>• 


< 1 , 


>* 

s 


i, V < 1 

\I> 


(16) 


17) 


wil'd; andererseits muB fiir diese Werte x, //, z 

S'/S > 1 

sein; daher wird zugleich notwendig 

'£ > 1 

und also g sicherlich von | und >, verschieden ausfaUen. Infolgedessen*) 
wird die erhaltene ganze Zahl g nach dem kurz vorhin GesaSTin 

den K8rper K[0] v °dstiindig erzeugen. 
n fol„en aus den Ungleichungen (16) obere Grenzen fur die Betritee 
er lationalen ganzen Koeffizienten in der Gleichung 0 

— — >/)(< — f) = 0, 

nw'Lh ^^ die / ben ermittelten speziellen Werte verstanden- 
fin diese Gleichung und also auch fiir den Wert von g hierin kommen 

IJln ‘!p. ,- e ! S e ^ ehenem /) von vornherein nur eine endliche Anzahl 
von Moghchkerten in Betracht; daher kann es auch nur eine endliche 

X K6 "*» ro»it™ Di,kri"i„;„t D 

Im Falle D < 0 seien i = £+!♦. . <»> —i> 

]/2 ’ 1 -V/T - dle zwei luiagi- 

naren und f die reelle der drei konjugierten Basisformen. Wir wen- 

; "\ on sgI) jst kann nunmehr au^Vi t • 


9* 
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den den erwahnten Satz von S. 19 diesmal auf die Forrnen <p —^ . t 

]/— D 7 ’ 

unter Auszeichnung der zweiten Form, an; darnach gibt es ganze 
rationale \\ erte x, y, z , die nicht samtlich verscliwinden und 

\v Id, 151 <1 ( 18 ) 

ergeben. Andererseits wird fiir diese Werfce x, y , z 
sein, unjl darin haben wir 

m= *i 

Hieraus folgt, mit Rucksicht auf die dritte der Ungleicbungen (18), 

1*1 = i^l > 1 

und alsdann, mit Rucksicbt auf die erste der Ungleichungen (18), 

\t\> 1 ; 

es sind daher £ und tj untereinander verschieden, andererseits beide 
von £ verschieden, so dab die erhaltene Zabl § in ihrem Rationalitats- 
bereiche den Korper K(0) vollstandig erzeugen vrird. Hieraus folgt 
auf Grund derselben Uberlegung, wie vorhin, die Richtigkeit des zu 
beweisenden Satzes. 

Bei Korpern hoheren als dritten Grades wird derBeweis des zu XXXH 
analogen Satzes denselben Gedankengang befolgen. Nur kommt da, 
wenn man nach den zur Erzeugung eines Korpers geeigneten Zahlen 
desselben fragt, deutlicher als schon vorhin noch ein besonderer Um- 
stand in Betracht, der jetzt an dem Beispiel eines Korpers vierten 
Grades beleuchtet werden moge. Dieser entspringe aus einer Zahl 0 
und es seien O', 0", O'" die iibrigen Wurzeln der irreduziblen Glei- 
chung fiir 0; co = %<0) sei eine Zahl in K(0) und die dazu konjugierten 
Zahlen seien ( o'=y(0'), co" = %(0"), co'" = %(0'")- Finden sich unter 
diesen vier Zahlen irgendwie zwei gleiche, so wird die biquadratische 
rationalzahlige Gleichung, der diese Zahlen geniigen, 

F[t) = (t - co)(t - co')(t - co")(t - co'") = 0 

reduzibel. 1st nun g(t) irgend ein irreduzibler Faktor der linken 
Seite und etwa so, daB fiir ihn 

g(a) =g[x{0 )\ = 0 

ist, so folgt dann, da die Gleichung mit den Wurzeln 0, O', 0", O'" 
irreduzibel ist, auch 

g[x(6')\ = <;(«/) - 0, g[y.(e")} = g<u") = 0, g\x{»'")] = gWl = a 
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so daB notwendig jeder irreduzible Faktor von F(t) auf gif) hinaus- 
kommt, daher Fib ills line Patens von </{t) erscheint. Wenn also 
nnter den XVerten <o, w", to ", to'” sich zwei gleiche tinden, so kommt 
jeder Wert darunter gleic-h oft vor, also insbesondere a selbst not¬ 
wendig niehr als einmal. Um sicber zu sein, daB Kta) mit KtO) 
identisch ist, geniigt es danach festzustellen, daB die line Zalil m von 
jeder der zu ihr koujugierten verschieden ist. 

Diese tjberlegung gilt analog fiir Kbrper beliebig bohen Grades. 
Em Korper von einem Grade n wird durcb eine beliebige solche 
nnter seinen Zablen, die von den siimtlieben n 1, zu ibr beziiglich 
des Korpers konjugierten Zablen verschieden ist, vollstandig erzeugt. 

Uni nun den Satz XXXII fur eineu Korper beliebigeu Grades n zu 
erzielen, kann man ahnlieh. wie bei kubiscben Kbrpern, verfahren, 
nnter Anwendung des Satzes. daB man bei n reellen linearen For.nen 
mit der Determinant? 1 durcb gewisse ganzzablige rationale Werte der 
X ariablen, die uicbt alle verscbwinden, n~ 1 Formen dem Betrao-e 
nac-b < 1 und die n-te nocb < 1 machen kann. Dabei bat man, von 
den Basisformen der n konjugierten Korper ausgebend, entweder, wie 
bei kubischen Kbrpern mit positiver Diskriminante, die Basisform 
irgend eines reellen Korpers oder, wie bei kubischen Kbrpern mit 
negativer Diskriminante, <len imaginaren Teil der Basisform eines 
komplexen Korpers mit geeignetem Faktor als die n -te Form ein- 
zurichten, um dann mit Sicberbeit auf eine Zabl des vonreleo-ten 
Korpers zu kommen, die von alien zu ibr konjugierten verschieden”ist 


S d. 


Einheiten. 


Enter einer Einheit versteht man eine ganze algebraische Zahl 
derail reziproker XVert ebenfalls eine ganze Zahl ist. 

Es ist einleuchteud, daB eiu Produkt beliebig vieler Einheiten 
elienso erne Potenz einer Einheit mit beliebigem rationale.!, ganzem 
Exponenten stets ebenfalls eine Einheit ist. 

Geniigt eine Zahl e einer irreduziblen Gleichung 

"ot‘ + H-fs M f + s, = 0, («„ > 0) 

deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, so ist die daraus 
iolgende Gleichung fiir h, UB 

( F ) + <1 ‘-1 (t) ^-f a i * + «o = 0 

ebenfalls irreduzibel; wenn nun f eine ganze Zahl ist, so haben wir 
a'- + l vT** lf . ebe “ eine ganze Zahl ist, gleichzeitig 
Einheiten gS1 “ M aUe Wurzeln der Gleichung 
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§ 7. Einheitswnrzeln in einem Zahlkorper. 

Es sei s eine Einkeit in einem Korper K{6), den wir diesmal 
als biquadratiscken Korper annehmen wollen; e, s', s'" seien die zu 6 
konjugierten Zahlen bzw. in den zu K{0) konjugierten Korpern K(O') 
K{6 ), K{6 ); alsdann sind 1 /s, 1/s", \js" zu 1 /s konjugiert und 
daher ebenfalls ganze Zahlen, mithin stellen auch s', s", s'" Einheiten 
vor. Da nun sss s und 1 /sss s ' ganze und zugleich rationale, folg- 
lich ganze rationale Zahlen sind, so muB notwendig 


XT * , 

JNmf = sss s = ±1 (19) 

sein. Die letztere Relation ist nun entweder so moglich, daB jede 
der vier konjugierten Einheiten dem Betrage nach = 1 ist, oder so, 
daB ein Teil darunter dem Betrage nach > 1, ein anderer Teil < 1 ist. 

Wir wollen uns zunachst mit den Einheiten spezieller Art be- 
schaftigen, fur welche alle konjugierten Werte Betrage 1 haben. Ist 
eine der konjugierten Einheiten dabei reell, so ist sie notwendig -f 1 
oder — 1 und daher sind dann auch die zu ihr konjugierten Einheiten 
samtlich = + 1 resp. samtlich = — 1. Die zwei Werte + 1 kommen 
offenbar unter den Einheiten eines jeden Korpers vor, und wenn der 
Korper reell ist, so sind dies die einzigen in ihm vorhandenen Ein¬ 
heiten von der speziellen hier betrachteten Art. Dagegen kann es 
in einem komplexen Korper unter Umstanden auBer diesen zwei noch 
weitere, komplexe Einheiten von jener speziellen Art geben. 

XXXIII. Wir werden nun beweisen, dafl die Anzahl samtlicher 
im Korper vorliandener Einheiten von der hesonderen Art, dafi sie mit 
alien konjugierten Einheiten Betrage 1 auficeisen, stets endlich ist . ferner , 
da/1 diese hesonderen Einheiten lauter Einheitswurzeln sind, d. h. Zahlen , 
tvelche zu bestimmten ganzzahligen Exponenten erhoben 1 ergeben. 

Fur den Beweis nehmen wir K(0), wie oben, als biquadratischen, 
und zwar als einen komplexen Korper an; der Beweis wird sich ohne 
weiteres auf Korper beliebigen Grades iibertragen lassen. Denken 
wir uns in K{6) irgend zwei Einheiten s, )] derart, daB fur sie und 
die dazu konjugierten Werte 


£ 

I 

- 1 , 

•'1 

= i, 

1 " 

1 € 

r-H 

II 

/// 

f 1 

= 1 , 

\v 

- 1 , 

1VI 

= i, 

\>n 

- 1, 

j 

= 1 


( 20 ) 

( 21 ) 


gelte, und nehmen wir an, es sei ij nicht 
von — s verschieden; dann wird auch ?/4= 
sein.*) Alsdann ist 


nur von s, sondern auch 
=f= ± £ } Y l =T= ± * 


8 , ?/ 


*) Hieraus ist evident, daB zugleich mit dem angenommenen komplexen 
K{6) auch alle dazu konjugierten Korper komplex zu denken sind, wofern iiber- 
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o< l ' i T t < !,il t f =1 


und ebenso sind die GrbBen 


— t 


*) 


'/ — * 
•) 


/ / / 

n — * 


samtlieh 


>0 und < 1 . Infolgedessen ist weiter 


0 < N 


m 


/i — & 


< 1 


und es kauri daher .V(>, — f) keine gauze Zahl sein. Stellen wir also t, q 
durcli eine Basisform des Korpers dar, etwa 


* — pta l (ja i -j , , ,,i J i} 


- )' CUj -j- .V 0 ) 

i/ = 2>*co l -f q*o)., -f r*w.. -f- s*G) lf 

worm p, q y . . ** gauze rationale Zalilen sind, so durten sicli bier die 

r\ .. q P* — p Q* — <\ r* — r s* — s 

GroBen , 2 ~, nicht samtlieh als ganze Zahlen 

erweisen, und wenn wir sonach die eehten Reste der Zahlen p q r a 

ebenso jene der Zahlen q* >*, s* mod. 2 bilden, dann mussen die 

beiden so erhaltenen Restequadrupel voneinander verschieden ausfallen. 

Zu einem vorgegebenen Restequadrupel von vier Zalilen p, q. r. s 

mod. 2 kann somit in der soeben gekennzeichneten Weise uur eut- 

"■eder em Paar von Einheiten der betrachteten Art in K(0) gehoren, 

und zwar werden dies dann zwei entgegengesetzte Einheiten sein,’ 

Oder es geliiirt zu dem Restequadrupel keine derartige Einheit in 

Aid). >uin gibt es derartiger Restequadrupel im Ganzen 2 4 : dabei 

erseheint noth das Restequadrupel ( 0 , 11 . 0 , 0 ) ausgeschlossen, d’a sonst 

die Halfte der ihm zugehorigen Einheit eine ganze Zahl ware, was 

nicht moglich ist, indem die Norm der Halfte einer Einheit sicher 

< 1 ist. Hieraus folgt als erstes Resultat, daB ein biquadratischer 

Korper gew.B nicht mehr als 2(2*- 1 ) Einheiten £ von der Eigen- 

schalt 120 ), also jedenfalls nur eine endliche Anzahl solcher Einheiten 
enthalten kaim. 

Bilden wir nun aus einer derartigen Einheit £ die Potenzeu 

, 6, b , s . so ist jede derselben wieder eine Einheit von dem 

gleichen, durcb ( 20 ) bezeichneten Charakter; wir mussen daher miter 

diesen unbegrenzt vielen Potenzen auch gleiehe Zahlen vorfinden Sei 
also etwa einraal 

*'' = **, 0 <//</.•; 


dann folg*t daraus: 


«*“* = 1, 


d. h. e ist ei ne Einheitswurzel, was zu beweisen war. 

liaupt komplexe Einheiten jener besonderen Art i.i via , 

deun ware z B 1 ” es °aauen Art in A(0, moglich sem sollen; 

ware z. a. A(0 ) reell, so waren dann notwendig nur die zwei FinhmtJ 

+ 1 und _i vorhanden, es konnte also nicht sein “ 
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Die hier durchgefuhrte Abzahlung der Einheiten von der Art (20) 
m emem biquadratischen Korper ist, geometrisch ausgelegt, im Wesen 

nut der in Kap. Ill, § 6 vorgenommenen Abzahlung der Gitterpunkte 
aul emem M- Korper gleichbedeutend. 


§ 8. Existenz der von Einheitswurzeln verschiedenen Einheiten 

in einem Korper. 

Wir gehen nun zur Behandlung derjenigen Einheiten uber, die 
keine Einheitswurzeln sind. 

3ht Ausnahmc der homplexen quadrcitischen Korper (und selbstver - 
standlich aucli des Korpers der rat tonal en Zahlen) enthalt jeder Korper 
Einheiten , die niclit Einheitswurzeln sind , und zwar in unendliclier 
Anzahl; diese Einheiten lassen sich aber immer aus einer endliclien 
Anzahl (jewisser unter ihnen durch blofie Anwendung der Potenzierung 
und Multiplication erzeugen. 

Diesen fundamentalen Satz hat zuerst Dirichlet gegeben. Durch 
Verwendung der geometrischen Hilfsmittel, welche hier im zweiten 
und dritten Kapitel entwickelt worden sind, wird sich der Beweis des 
Dirichletschen Theorems sehr durchsichtig gestalten. 

Wir nehmen winder das Beispiel eines kubischen Korpers K(6) 
auf; K(6')j K{0") seien die dazu konjugierten Korper. Yon den drei 
Korpern ist immer wenigstens einer reell; es sei dies etwa der Korper 
K(fi). In K(0) gibt es alsdann auBer -f 1, — 1 keine weitere Ein- 
heit, die eine Einheitswurzel ware (vgl. § 7). 

Es sei zunachst K[6) ein Korper mit positiver Diskriminante, 
so daB auch K(0 ) und K(6") reell sind. Wir bilden konjugierte 
Basisformen in diesen drei Korpern, 

| = xa l + gco 2 + zco 3 , 

r ( = xco^A ija 2 '+ Z(o 3 ', (22) 

? = XCOi'A y0 2 "A- ZG) s', 

beziehen mittels derselben die ganzen Zahlen in diesen Korpern in 
bekannter Weise auf das Gitter in x } y, z (vgl. § 2 ) und betrachten 
in dem letzteren das von den sechs Ebenen 

£ = ±1> r / = ±l> £ = ± 1 (^3) 

begrenzte Parallelepiped (Fig. 68 ). Dieses Parallelepiped kann im 
Inneren auBer dem Mittelpunkte keinen weiteren Gitterpunkt ent- 
halten; denn drei gauze konjugierte Zahlen (22), wenn sie von Null 
verschieden sind, konnen nicht siimtlich dem Betrage nach < 1 sein, 
indem sonst der Betrag ihrer Norm |, > 0 und < 1 werden wiirde, 
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was ausgeschlossen ist. An! der Begrenzung uiiseres Parallelepipeds 
werden sich in zwei gegeniiberliegenden Eckpunkten Gitterpunkte, 
etwa U’ 0 , ;/ 0 , Zq) und (—.r 0 , —// 0 , — z 0 ), befinden; diese entsprecben nam- 
lich den zwei einzigen Einheitswurzeln in K(0\ 

± (>o w i + y Q (o a + \ = ± 1, 

resp. diesen selben Einheitswurzeln in AV/i, K\0"). Da ferner jede 
ganze Zahl in einem Korper nur auf eine Weise (lurch eine Basis- 
form mit rationalen Argumenten darstellbar ist, s«> kann auch keine 
Seitenflache des Parallelepipeds mehr als nur einen Gitterpunkt ent- 
halien; infolgedessen werden jene zwei Eckpunkte die einzigen Gitter¬ 
punkte aufier 0 im Parallelepiped sein. 

I m nun zu einer ersten solehen Einheit in K(0) ? welche keine 
Einheitswurzel ist, zu gelangen, entfernen wir die zwei Seitenfliichen 
* ± 1 des 1 arailelepipeds parallel mit sich selbst und zueinander 

s\ mrnetiisch in bezug aut 0 von deni Parallelepiped kontinuierlich 
fort, und zwar so, daft sie bestandig im Inneren der von den Ebenen 
7 / == ± 1 > f=±l begrenzten parallelepipedisohen Kohre bleiben, — 
so lange bis eine davon, etwa die frtihere Seitenflache | = 1, inner- 
halb der Rbhre auf einen neuen Gitterpunkt, ( , y x , z x ), stbBt, was 

infolge des Satzes X (S. 60j sich notwendig einrnal ereignen muB: der 
eihaltene Gitterpunkt liefert eine zugehorige gauze Zahl 

§1 = .( l W 1 -j- lf x (O.j -f- 0)^ 

und dazu konjugierte Zahlen r,„ Gleichzeitig mit diesem Gitter¬ 
punkte kann nun kein weiterer in die besagte Seitenflache hinemfallen 
denn sonst ware dieselbe Zahl auf zwei verschiedene Arten durch 
die Basisform l mit rationalen x, y, z dargesteUt, Der Gitterpunkt 
(a i> ’Ji> z i) hegt d a')ei notwendig im Inneren der Seitenfliiche g = g 
d. h. es ist >/i | < 1, ?, <1; denn liige er auf dem Kande derselben’ 
ware also eine der Zahlen r h , f, gleieh 1 oder - 1, so wiirde dies’ 
zu emer neuen Darstelluug von 1 resp. - 1 durch eine der Basis- 
tormen (22) mittels rationaler y. z fiihren. Andererseits lieo-t 
pn 2/i> *i) m keiner Mittellinie der besagten Seitenflache, d. h. es 
‘st f, + °; denn drei konjugierte Zahlen sind entweder alle 

0 oder alle =j= 0. Gleichzeitig haben wir die Seitenfliiche g = - 1 
entsprechend vom Parallelepiped entfemt, bis sie durch den Gitter- 

*}~ X> ’ ~ z ^> S eht - Wenn wir nunmehr noch die vier 

Seitenflachen r, = ± 1, f = + 1 parallel mit sich gegen das Innere 
des zuletzt entstandenen Parallelepipeds soweit heranziehen, bis iede 
derselben durch den ihr nalieren der zwei Gitterpunkte (x u z ) 
ft,-*,) geht, dann schliefien die Ebenen ' ’ 
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wieder ein Parallelepiped ein, welches die bezeichneten zwei Gitter- 
pimkte zu gegenuberliegenden Ecken hat, auBer diesen aber und dem 
Mittelpunkte keine weiteren Gitterpunkte enthalt. Infolgedessen ist 
das in den x-, y-, 2 -Koordinaten berechnete Volumen dieses neuen 
Parallelepipeds nach dem Satze X (und XI) im dritten Kapitel < 8- 
dieses Volumen betragt aber * 


xdy dz = 

sonach ist 

!£i >hti\<YD- 

Nun entfernen wir weiter die Seitenflachen | =-j-^ in ahn- 
licber Weise wie vorhin vom Parallelepiped (24) fort, bis die erste 
day on auf einen neuen Gitterpunkt (x 2 , y 2 , z 2 ) stoBt. Es treten so- 
dann den vorigen ganz analoge Verhaltnisse ein und wir erhalten aus 
(x 2 , y 2 , z 2 ) mittels (22) drei konjugierte ganze Zahlen § 2 , y 2 , f 2 in den 
drei vorliegenden Korpern von der Eigenschaft, daB 




£l I ^ £2 > I Vl I ^ } l-2 I y 


?1 ^ ! ?2 > ^2 Vi ?2 I D 



ist. Diesen Vorgang konnen wir be- 
liebig oft wiederholen; ein Halt kann 
ihm nicht geboten werden, da fiir jeden 
Gitterpunkt, auf den wir nach und 
nach kommen, stets + 0 und f={=0 
wird. 

Wir erhalten auf diese Weise eine 
unendliche Folge von Tripeln konju- 
gierter Zahlen $ h , f /4 von der Eigen¬ 

schaft, daB 


v j I u 

\ $A + l y 

Vh ! > Vh +1 y ' f/i ^ I £ 


A+l 



{* % i ,! < VD (26) 

(A = 0, 1,2.3, ...) 


ist. Wegen (26) miissen sich nun unter diesen Tripeln unendlich 
viele befinden, welche einen gleichen Zahlenwert, etwa N, als Norm 
haben. Wir betrachten nun in den Darstellungen aller solcher die 
Norm N aufweisender Zahlen ij A durch die Basisform £ die echten 
Reste der Koeffizienten x h , y hy z h modulo N- dann ist klar, da die 
Anzalil der verschiedenen unter den so herauskommenden Restetripeln 
jedenfalls endlich (< X s ) ist, daB wir unter den besagten % h gewiB 
einmal auch zwei Zahlen 
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~ x k 0) 1 4 " } Jk by i 4 ~ z k b} .\' 

5/ ~ 4“ 4" -/W;, 

(/></) 


mit genau identischen derartigen Restetripeln antreffen raiissen, so 
dab also die drei Quotienten 


■ r i — 


X 


Hi ~ Hk 
X 


~l ~ -k 

X 


gauze rationale Zahlen sind und infolgedessen die Grbbe 


co = 


*1 


— t 

X 


eine ganze Zalil ist. Alsdann haben wir: 


~ u) = 1 


7t SA 


, 0) , 


= 1 1 
$k 

also ist die Zalil e = ebenfalls eine ganze Za.lil und dabei ist 


Nme-^- 1: 


folglich 5>7 f eme Einheit in K{0\ und i lt ^ 

dcizu honjugiertm l\inhe\ten in 7i(0) vesp. Kid ). Dabei gilt wegen (25) 

l« > |«'i < 1, < 1, ’ (27) 

also ist diese Eiuheit sicher keine Einheitswurzel. 

Die Rolle, welclie bei dieser Betrachtung den Seitenflachen 

* = ± 1 des Parallelepipeds (23) zukam, kauu auch den Seitenflachen 

V = ± 1 oder J eueu f = ± 1 zugewiesen werden. Anstatt der vorhin 
erhaltenen Einheit f, welche den Bedingungen (27) geniigt, gewinnt 

man bei der ersteren dieser zwei Modifikationen eine solche Einheit s 
welche den Ungleichungen ? 

(28) 


1 * < 1 , 

« > 1 , 

«" <i 

geniigt, bei der anderen eine 

solche Einheit e. 

chungen 


/ 

i* < i, i 

s < 1 , 

«": > 1 

geniigt. 



(29) 


Dannt ist bewiesen, dab jeder kubische Korper mit positiver Dis- 
knm monte Einheiten besitzt . die keine Einheitsirur.zeln sind . und daft cr 

speztell auch dm solche Einheiten enthdlt , die nehst ihren kmjuqierten 
bzic. den Ingle ich ungen (27), (28), (29) geniigen. 

1st jetzt K(6) ein reeller kubischer Korper mit negativer Dis- 
krinnnante B f so ist von den entspreehenden Basisformen ( 22 ) die 

ste^itr V n°Tf n u ? dagegel1 Sind ^'“pert-kompiex; also 
suets I ij | = | f . Die Gleichungen 
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\rj\£ 1 

stellen dann den Bereich ernes elliptischen Zylinders dar (vgl. Kap.IH, 
£ • ), und zwar smd die Ebenen der Grundflachen desselben durch 


die Mantelfliiche durch 


§ ~ ± h 
nt~ i 


gegeben (Fig 69 ). Auf den Schnittrandern der Grundfliichen und der 
Mantdflache h eg en zwei Gitterpunkte, (x 0 , r Jo , z 0 ), (~x 0 , -y 0 ,-z t ), 


± (^0 W i + i/oWo + * 0 «s) = ± 1 

und das entsprechende fiir die dazu konjugierten Formen gilt. AuBer 
diesen zwei Gitterpunkten konuen die Grundflachen des Zylinders 
kerne weiteren Gitterpunkte enthalten, da die Zahl 1 nur auf eine 
VVexse durch die Basisform | mittels rationaler x, y, z darstellbar ist, 
imd auch sonst kann der Zylinder auBer dem Nullpunkte keinen wei- 
teren Gitterpunkt enthalten, da fur einen solchen j < 1 ware, was 
zu dem schon oben erwahnten Widerspruche fiihren wiirde. 

** en tfernen nun die zwei Grundflachen des Zylinders parallel 
mit sich selbst vom Nullpunkte nach beiden Seiten in symmetrischer 
V^eise kontinuierlich fort, derart, dafl sie bestiindig innerhalb der 
zylindrischen Rohre = 1 bleiben, — so lange, bis sie innerhalb 
der Robre, also im Gebiete \ rj\ < 1 auf neue Gitterpunkte (x x , y 1 , z x ), 
(7 *1 > -!ti> —* 1 ) bzw. stoBen. Sind £ lf t h , £ resp. -§ 1; -r ily — 
die diesen letzteren entsprechenden, sicber von Null verscbiedenen 

Zahlen in den vorliegenden drei konjugierten Korpern, so erkennen 
wir, daB 

1 ^ ! £1 \) 1 ^ i r i \! ^ 0 


ist. Dabei ist der neu entstandene Zylinder wieder ein iR-Korper; 
zieben wir nun die Mantelflache desselben zu einer mit ihr homo- 
thetiscben Flache soweit zusammen, daB die neue Flache durch die 
Punkte (x 1} y ly z { ) y (— x v —y ly — z^) gebt, so wird der zuletzt ent- 
stebende Zylinder, gegeben durch die Ungleichungen 

wieder ein JR-Korper sein und sonacb fiibrt die Betracbtung des Vo- 
lumens dieses Korpers in bekannter Weise zur Ungleicbung 


SiVlii < 


Die fortgesetzte Wiederholung des dargestellten Vorgangs liefert 
alsdann eine unbegrenzte Folge von nie verschwindenden ganzen 
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Zahlen i; /( , in den drei 
konjugierten Korpern, von der 
Eigenschaft, daB 

I V I ^ ! v 

I ^ ! Wi + l • 

r ih I ^ I r J/, + i ? 


/' Vr >i) 


(' y i y \ 

3/. ^ I 3/, 4. i ? > 

s*»«f, !<*>■'/> 

* * 

('/ = 0. 1, 2, 3_) 



(S 0,1 ?0' ^o) 




Fig. 0;>. 


ist, und aus diesen Zahlen 
laBt sieh in derselben Weise, 
wie im Falle eines kubischen 
Korpers init positiver Diskriminante, ein Tripel derartiger konjugierter 
Einheiten *, /, f" in den Korpern K(0), K(O’), K(0") ableiten, daB 


ist. 


>1, Vi<l, 


n 


< i 


("30 


\ ertolgt man nun den beschriebenen \ organg in umgekehrter 
Richtung, indem man bei einem vorliegenden Zylinder, der auBer 0 
nur auf den Schnittrandern des Mantels mit den Grundflaehen Gitter- 
punkte enthiilt, zunachst die Mantelflache solange homothetisch aus- 
dehnt, bis *sie zwischen den Grundflaehen auf neue Gitterpunkte 
stoBt, sodann die Grundflaehen gegen den Nullpunkt heranzieht, bis 
wieder nur auf den Schnittrandern von Mantel und GrundHachen 
Gitterpunkte bleiben, und indem man liernach diesen ProzeB ent- 
sprechend unbegrenzt fortsetzt, so gelangt man zu einem Tripel 
solcher Einheiten e, e\ s', wofur 


1 


ist 


> 1, 


> 1 


(31) 


So zeigt e.s sick, daB aucli jeder kubische Korper mit negative)' 

Diskrnninnnte an far Einheitswurzeln (die iibrigens diesmal wiederum 

durch ± 1 schon erschbpft icerdcn) noch andere Einheiten enthiilt , trelche 

Iceine Einheitswurzeln sind , und dabei spcziell auch zwei solche Ein- 

heden enthiilt , die nebst ihren konjugierten bzw. den Ungleich ungen 
(30), (31) geniigm. 

Es sei noch bemerkt, daB aus einer solchen Einheit % in einem 
kubischen Korper, welche nebst ihren konjugierten irgend einem der 
Ungleichungssystenie (27), (28), (29), bzw. (30), (31) geniigt, durch 
Erhebung m die 2te, 3te, .. . Potenz lauter verschiedene und dabei 
lauter derart.ge Einheiten eutstehen, die nebst ihren konjugierten dem- 

selben Ungleiehungssystem, wie * mit den konjugierten, geniio-en. DaB 
dem so ist, ist ohne weiteres klar. ° 
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Die tier durchgefubrten geometrischen Betrachtungen lassen sich 
olme weiteres auf Raume beliebig vieler Dimensionen iibertragen und 
tubren zu analogen Resultaten fur Zahlkorper beliebigen «-ten Grades 
Has allgemeine Ergebnis lautet: 

XXXI\. In einem algebraischen Zahlkorper n-ten Grades gilt es 
iminer aufier den in endlicher Anzald vorhandenen Einheitswurzeln 
nock andere Einheiten, die keine Einheitswurzeln sind; speziell gibt es 
>m Kbrper immer erne solche Einheit, welclie selbst einen Betrag > 1 
hat, tcahrend die zu ihr konjugierten Zahlen in den konjugierten Kor- 
pern, dbgeselien jedoch von dem konjugiert-komplexen Kbrper falls 
der gegebene Kbrper komplex ist, — lauter Betrdge < 1 halen. ’ Eine 
Ausnahme von diesein Satzc bilden nur die quadratischen Kbrper mit 
negativer Diskriminante , sowie der Kbrper der rationalen Zahlen; diese 
Kbrper besitzen aufier Einheitswurzeln keine weiteren Einheiten. ’ 

Die aus diesem Satze fur den Zusammenhang zwischen den Ein- 
beiten eines und desselben Korpers bervorgehenden Konsequenzen 
werden ini nachsten Paragrapben zuni Vorschein kommen und ent- 
sprechend prazisiert Averden. 


§ 9. Znsammenhang zwischen den Einheiten eines Korpers. 

Wir Averden nun zeigen, da6 sdmtliche Einheiten eines Korpers 
sich aJs Produkte von Potenzen enter bestimmten endlichen Anzahl ge- 
eignet gewdhlter miter ihnen mit ganzzaldigen Exponenten darstcllen 
lassen. Auch diese Tatsaclie laBt sich am einfachsten durch eine 
geometrische Betrachtung erschliefien. Da es aber im vorliegenden 
Falle eine zu weitgehende Spezialisierung bedeuten wiirde, wollten 
Avir die EntAvieklungen, wie bisher, auf kubische Kbrper beschranken, 
— dadurch Aviirde manches A\ r esentliche Moment verloren orehen, — so 
Avollen wir diesmal unsere Ausfiihrungen an den Fall eines biquadra - 
tischen Korpers kniipfen. 

W ir nehmen als Beispiel zuerst einen reellen biquadratischen Kor- 
per K(6) an, Avelcher zu konjugierten Korpern ebenfalls lauter reelle 
Korper K(0') } K(0") } K[0" r ) babe. Mit denselben Mitteln, wie im 
Falle eines kubischen Korpers mit positiver Diskriminante, konnen 
wir in K(6) die Existenz von derartigen vier Einheiten s 17 e 2 > e 3 > *4 
nachweisen, daB 


*1 

\>h 

K 

< 1 , 

i " 

k 

|d, 

iff 

*1 1 

Id, 


Id, 

1 2 ' 

i>i, 

1 ,r 
1*2 

<1, 

nr | 
*2 1 

< 1 , 

£3 

Id, 

k'l 

<i, 

ff 

*S 

>1, 

rrr 

h : 

< 1 , 


<1, 

/ 

h ; 

< 1 , 

1*4 1 

1 

*4 i 

>1 



§ Zusammenhang zwischen den Einheiten ernes Korpers. 
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wird (s. das allgemeine Theorem XXXIV). Wir werden nun zeigen, 
daB beliebiye drei untrr sol dim v ier Einhnlm zu einer Dorstelluruj 
sdmtikher Einheiten in Kid) in dry ohm tfvnanntm Weise alsbald 
hiftfiihren. 

Zu diesem Zwecke bilden wir fiir irgend drei unter den vier 
Einheiten, etwa fiir f lt f 3 , die naturliehen Logarithmen der Be- 
t-r'age, reell gedacht: 


log 1 ! 


log 

/ 

= 

log 

f i"! 

= c n 

log 

nt 

b lr 

log 1 t -2 i 

II 

log 

*«' 


h»g i 

// • 

= c 3 , 

log 

//' 

*■ 

= 6,, 

log f 3 ! 


log 



b»g; 

/ f 

*3 

~ ^3> 

log 

n * 

^3 

= 6,. 


Von diesen 12 Werten a n b 17 . . . b 3 sind dann a u l\,, c 3 samtlich > 0, 
alle ilbrigen Werte sind < 0 und es ist dabei 

n i + d- C A -j- D, = O, 
a.» H - b 0 -f- Co H~ = U, 

m* sm 4 * / 

a 3 "b b 3 + ^3 -f i> 3 = 0. 

Wir werden nun zuniichst durch eine einfache 
legung feststellen, daB die Determinante 


(33) 


• • 

geoinetrische Uber- 




b, 

b 


J 


-*i 



b„ 

c 2 

— 

y 


—V. 



K 

•i 

b 


y 

—1>.. 9 

«> 

— b.. 


(34) 


von Null versehieden ist. 

In der Tat: Diese Determinate hat in der Hauptdiagonale lauter 
positive Elemente, alle iibrigen Eleniente sind negativ und es ist 
dabei in jeder einzelnen Horizontalreihe wegen (33) die Suinme der 
Elemente = 1. Wir denkeu uns nun 
in einer Ebene ein gleichseitiges 
Dreieck von der Hdhe 1 gezeichnet 
und setzen als Koordinaten eines 
Punktes in der Ebene die Abstande 
des Punktes von den drei Seiten des 
besagten Dreiecks fest, wobei wir 
einen Abstand positiv oder negativ 
ziihlen, je nachdem wir, das Dreieck 
in positive!* Richtung umkreisend, 
den Punkt jeweils links oder rechts 
von der betreffenden Seite antreffen 
(Fig. 70). Die Summe der drei Ab 



Fig. 70. 
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stand© ist dann fur einen beliebigen Punkt in der Ebene naeh einern 
bekannten Satze gleich der Hohe des Dreiecks, also = 1 . Alsdann 
konnen wir die drei in den Horizontalreihen von (34) stebenden Werte- 
t rip el als Koordinaten von drei Punkten im obigen Sinne auffassen. 
Die drei Seiten des Dreiecks teilen nun, verlangert, die ganze Ebene 
in i Gebiete ein, deren jedes durch ein besonderes, ilim zukominen- 
des Tripel von Vorzeichen-der Koordinaten, wie auf Fig. 70 ersicbt- 
licli, gekennzeichnet ist. Man sielit hiernacb, daB die drei Punkte, 
die wir aus den drei Zeilen der Determinant© ( 34 ), wie gesagt, ab- 
leiten, bzw. in die drei an die Dreiecksecken anstoBenden Scheitel- 
raume zu liegen kornmen; infolgedessen konnen diese drei Punkte 
offenbar nicht in einer Geraden liegen und daber muB die Determinant© 
(34) notwendig =|= 0 sein.*) 

Jetzt erweist sicb unmittelbar aucb die Determinant© 

a i 7 7 q 

°2 7 ^27 C 2 

^3 7 7 ^3 i 

als =4= 0 und wenn wir nun in einem raumlichen Parallelkoordinaten- 
system der y, X), 3 mit dem Nullpunkte 0 die drei Punkte (<q, b lf q) 

= ( a 2 7 ^27 q) = ^2 7 (a 3 , b s , c 3 ) = 6 S fixieren, so werden biernacb 

die vier Punkte 0, G 19 G 2 , G 3 nicbt in eine Ebene fallen. Wir leiten 
dann aus diesen Punkten venndore der vektoriellen Beziehuno- 

° O 

DS = V • DGj + 3) • 0Go + 3 • DG 3 

fiir einen variablen Punkt © neue Koordinaten X, 3), 3 welche 
mit den Koordinaten y, p, 3 durch die Beziebungen 

r = a l X + a 2 3) + a 3 3 7 

b = Iq X -f- b 2 'J) + b 3 3 7 (35) 

5 = q X 4- c 2 -4- c 3 3 

verbunden sind, und gewinnen zugleicb ein dreidimensionales Gitter 
in X, 3), 3? indem wir X, 3), 3 alle ganzen rationalen Zablen durch- 
laufen lassen. Jedem Punkte 0 = (3E, 3), 3) dieses Gitters ordnen 
wir nun durcb die Bildung 

= a (36) 

eine Einheit 6 in K(Q) zu; fur dieselbe ist dann jedesmal 
__ log|ff|=f, log Iff'I = 9 , log Iff"! = }. 

*) Einen arithmetiscben Beweis des bier bewiesenen Satzes babe icb in den 
Oottinger Nacbricbten, Matb.-pbys. Kl. 1900, S. 90 gegeben. Die bier dargelegte 
geometrische Betracbtungsweise liefert eine ganze Reihe von Satzen fiber das 
Nichtverscbwinden von Determinanten infolge linearer Bedingungen fiir die 
Koeffizienten. 
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Durcli die horin ( 3 ( 5 ) werden jedoeh ini allgemeinen noch nicht 
samtliche Einheiten in A [0) erschopft sein: bedeutet namlich r eine 
behebige Einheit in Kid), so wird der znr GrbBe r ini Koordinaten- 
system der i\ t). 5 vermbge 

log ! r ; = x, log : T = l) , log ■ t" |=5 (37 ) 

zugeordnete Punkt (r, i), 5) nicht liotwendig ein Gitterpunkt in .1. ')), 3 
sein miissen. Es ist aber leicht festzustellen. daB die o’esamte Men«*e 
der verschiedenen Punkte (1;, p, 5), welelie in der bier bezeichneten 
^ eise aus den samtlichen Einheiten r in I\(f)> hervorwehen, ein 
(litter fur sich bildet. 

Sind namlich (r, i), y. (i;*, p*, f) zwei Punkte dieser Punkt- 
menge, etwa den Einheiten t, t* bzw. entspreehend, so gehort der 
Punkt (v* — x, \f - p , da die GrbBe T * r e ben falls eine 

Einheit ist und bier auf diesen letzteren Punkt ftilirt, wiederum der- 
selben Menge an: damit besitzt diese Punktmenge die fur ein Gitter 
notwendige parallelogrammatische Grundeigeuschaft *) 

Ferner enthiilt das Grimdparallelepipod in X, 'J), gegeben durcli 


0 < X < 1. (K ')) < 1 


n 


: q 

•\) 


1. 


(3 s 


nui eine ('lull/cite Auzahl von Pnnkten, die (lurch Einheiten r gemiiB 
( 37 ) geliefert- werden. Denn liegt fur eine Einheit r der zugehorige 
Punkt (r, \), 5) im besagton Grundparallelepiped, so folgen fur den 
Betrag von r und fur die Betriige der zu r hzw. konjugierten Werte 
T 7 r den Gleichungen ( 3 j)), ( 3 <), der (ileichuu°* 


' •• trt 

TT X T 


— 1 


und den Ungleicliungen ( 38 ) bestimmte obere Grenzen: aus den letz¬ 
teren lassen sich weiter obere Grenzen fur die Betriige der (rationalen 
ganzen) Koeffizienten in eiuer jeden solchen biquadratischen Glei- 
chung entnehmen, welche ein Quadrupel von Einheiten r, r, x", x 
von der bezeichneten Art zu Wurzeln hat: aus diesem Umst’ande fol-'t 
aber unmittelbar die Endlichkeit der Anzahl von Quadrupeln der be¬ 
zeichneten Art. sonacli auch die Endlichkeit der Anzahl von Pnnkten 
% bjy welche diesen Quadrupeln entsprechen. 

Nachdem hiermit gezeigt ist, daB die den Einheiten in K(ff) «e- 
maB ( 3 ,, entsprechenden Punkte (r, l), 5) die genannten zwei E.aen- 
schaften habeu konnen wir nunmehr die gesamte Menge dieser 
Punkte als Gitter m.ttels der schon so oft verwendeten Methode 
durcli Adaption an das enthaltene Gitter in X, }), 3, nachweisen’ 

*) Darunter verstehen wir zutreffendenfalls die Eigenschaft einer P„„w 
enthaltcu' 11 Eck6 " Para,,elo « raB,ms stets ^ugrleieh auch die vierte zu 


Minkowski, diopliunt Approximat 
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Wir suchen unter den besagten Punkten drei spezielle, 2 ly 2 2 , £ 8 , 
heraus, wobei 2 l auf der Geraden D@j dem Punkt 0 am nachsten 
liege und von 0 verscbieden sei, 2 2 in der Ebene moglichst 

nahe an der Geraden Dg 1? doch auBerhalb derselben liege, 2 S auBer- 
halb der Ebene 0G 2 , dabei moglichst nahe an derselben liege: 
dann geht aus dem Tetraeder OI/XgTg vermoge der vektoriellen 
Beziehnng 

02 = u • 03T, + u • C 2 f + m- 02 s , 

worin u, u, ii) alle ganzen rationalen Werte durchlaufen, in den 
Punkten % das ganze in Rede stehende System von Punkten und 

U v 

often bar als ein Gitter hervor. 

Sind nun r u r 2 , r :i drei Einheiten in K(0 ), die durch ihre Be- 
trage und die Betrage der dazu bzw. konjugierten Einheiten im letzteren 
(litter der u, u, m eben auf die drei Punkte 2 lf 2 2 , 2 S bzw. hinfuhren, 
so entspricht einem jeden Gitterpunkte (u, t), id) in dem bezeichneten 
Gitter vermoge 

T i u r 2° r 3 ,u = r 


eine Einheit r in K[Q)\ umgekehrt erscheint einer jeden beliebigen 
Einheit r in K(Q) ein Gitterpunkt (u, i>, id) hier eindeutig derart zu- 
geordnet, dafi 



- u 


r = r 


in 


i 


T T~ 11 r- *T~ w 
TT 1 T 2 T 3 



ist und zudem die analogen Gleichungen fiir die zu r konjugierten 
Einheiten r\ t" und — wegen = 1 — schlieBlich auch 

fur r"' statthaben. Nun wild tt~ u t 2 u t~ w ebenfalls eine Einheit und 
da nach dem soeben Bemerkten der Betrag derselben und jeder der 
dazu konjugierten Zahlen = 1 ist, so ist diese Einheit notwendig eiue 
Einheitswurzel, also hier (in einem reellen Korper) ± 1; wir haben 
daher: 

r = OTj 11 r 2 u r 3 ,u , & = ± 1. 


Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 

XXXV. In einem hi quadrat ischen Korper, welcher reell ist und 
tauter reelle konjugierte Korper licit, lassen sich stets drei Einheiten 
derart angeben , dafi cine jede Einheit des Korpers sich in eindeutiger 
Wei sc als ein Prodidd aus einer Einheitsicurzel im Korper und aus 
Potenzen jener drei Einheiten mil irgendicclchen rationalen ganzzahligen 
Exponenten darstellt. — 

Wir betrachten nun als weiteres Beispiel einen solchen biquadra¬ 
tischen Korper K(Q), welcher selbst reell ist und unter den konju¬ 
gierten Korpern einen reellen, K(0 "'), und zwei konjugiert-komplexe, 
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K{(>'), K(0 ,r ), hat. In diesem Falle kann man nach Satz XXXIV in 
K{0) drei Einheiten t ,, f it t 3 derart angeben, daB 


I f l 

>1, 

/ s 
! 

— 

i // 

<i, 

ff 9 

! 


< 1, 

*2 ! 

= 

f 2 " 

> i. 

/// 

it 

! f 3 

< 1, 

Vi 

= 

// i 

f :i ! 

< i, 

f 

e 3 


< 1 , 

> 1 

ist. Alsdann lassen sieh siimtliche Einheiten in K(0 i durch irgend 
zwei dieser Einheiten, z. B. # s , ableiten. 

Um dies darzutun, bilden wir die natiirliehen Logarithmen 


'g f i' = l°g f. 


log f, =«,, lo 
log ;* 2 -fl,, log = log | * 2 " 

reell genommen, nnd haben dann: 

a, > 0 


i l’i , log I*,'" =c,, 
|b 2 , logf 2 '"| = c», 


(39) 


(40) 


l>i < C, < 0, 

< 9, b., > 0, c„ < (.); 

a i + 1>> + c, = 0, 
n., + b, + c 2 = 0. 

tW ,."' ir 1 ’ uerau1 ' il * eiaem ebenen Parallelkoordinatensyste* 

aer l t) den Einheiten c ly f 2 bzw. die Punkte (* = ( rt b ) (* = i, , 
dl!' wegen b (40) ieg6n <Iem NuI1 l nl,lkte 0 nicht’in rinw Geraden^ 


(41) 




+ 0 


do» b 2 

ist; sonaeh konnen wir aus dieseu zwei Punkten durch den fur einen 
\ ariablen Punkt © gemachten. Ansatz 

C 3 = .\ . r e, + )) • C (5, 

■ in Z ; Veidime n s *onales Gitter in •)) ableiten. Ordnen wir nun fiber 
iaupt einer .jeden Einheit r in K(9) einen Punkt (r j„ der K 
ordinatenebene durch die Gleichungen j * 

v = l°g I t , t) = 2 log ' T 

nicht vonstiindig dl in M d e e“f g 1 ttV Vr ‘ >U “ kte ini all gemeinen 

sich heraus ,i n R v D , , “ er ^ autgehen; doch stellt es 

• teto Uir s f ; wr * 

W -> ™ ™ ®ntsprechend'gcltaLt 

%*&££?T , •**»«”*' ** 

-* - - '«■ - 

10 * 
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XXXV'. dafi jedc Einheit r in K(G) in der Form 

darsidlbar ist. u obei & einc Einheitsmirzel in K(d ). also hier tviederum 
± 1 ist, mid u, d game rationale Zahlen sind. — 

Die liier durchgefiihrten Betrachtungen lassen sich auf Korper 
beliebig hohen Grades ubertragen. Dabei ist nur zu bemerken, dafi 
in solchen Korpern, welche samt alien ihren konjugierten Korpern 
komplex sind, sich unter Umstanden auch andere Einheitswurzeln als 
blo6 +1 vorfinden konnen. Das allgemeine Resultat, zu dem man 
gelangt, lautet dann, wie folgt: 

XXXVI. Ist K(6) ein Korper n-ten Grades mid befinden sich 
unter den n konjugierten Korpern , von denen K(0) ciner ist, insgesamt 
r reellc Korper and s Paare konjugiert - komplexer Korper , so lassen 
sich in K(0) r + s — 1 Einheit en (auf unendlich viele Weisen) der art 
angeben, dafi jede beliebige Einheit in K(0) sich als ein Produkt von 
Potenzen dieser r + s — 1 Einheiten, mit jeiveils gam bestimmten ganz- 
zahligen rationalen Exponent en, und aus einem Zusatzfaldor, bestehend 
in ciner Einhcitswurzel des Kbrpers, darstellt. 

Dieser Satz verliert auch fur den Korper der rationalen Zahlen 
und fiir quadratische Korper mit negativer Diskriminante seine Giiltig- 
keit nicht, indem fur diese Korper r + s — 1 = 0 ist. 

r + s — 1 Einheiten in K(0) von der bezeichneten Art nennt man 
ein System von Fundamentaleinheiten des Kbrpers. 


Fiinftes Kapitel. 

Zur Theorie der Ideale. 

§ 1. Teilbai'keit der ganzen Zahlen. 

Wenn zu zwei ganzen Zahlen a, eine dritte ganze Zahl y der- 
art existiert, daB a = py ist, so sagen wir, daB u (lurch p teilbar ist 
und nennen dann p einen Teller von a. 

Ihrch vine Einheit ist jccle gauze Zahl teilbar. Demi ist * eine 
Einheit und a eine beliebige ganze Zahl, so sind auch \;t und (lie)-a 
ganze Zahlen; wegen 

“ = £ • (t •«) 

ist dann also a durch t teilbar. 

\N ir wei den nun speziell inimer die Zahlen in einem vorgegebenen 
algebraischen Zahlkorper K{0) ins Auge fassen. 

Aus einer Relation 

a = Py 

m K(O) folgen die analogen Relationen 

« = Py\ • • • 

in den zu K{6) konjugierten Korpern K(9), . . und durch Produkt- 

bildung geht daraus jedesmal eine entsprechende Relation zwischen 
den Normen von u, /3, y, und zwar 

Nm a = Nm p Nm y, 

hervor. 

Dl e Zahicn in K(0), welche sich aus einer von Null verschiedenen 
ganzen Zahl m K(0) dadurch ergeben, daB man diese Zahl mit den 
e.nzelnen Einheiten des Korpers multipliziert, lieiBen zueiuander asso- 
-nnt. Assuznerte Zahlen hahen offenhar stets dieselben Teiler 

Wenn wir im folgenden von echini Zerleg ungen einer von Null 
verschiedenen ganzen Zahl « in Faktoren im Korper K(ff) sprechen 

TobeT’a “ Wir ,kmi r deraVtige Zerle S un g en « = meinen, 

°hu A V dem Korper angehoren und ganze Zahlen, aber keine Ein- 
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heiten sind, also sowohl |Nm/S; > 1, wie > 1 ist. Jede solche 

von Null verschiedene ganze Zahl, welche im Korper keine echte Zer- 

lcgung besitzt, also nicht anders in ganzzahlige Faktoren zerlegbar 

ist, als in eine zu ihr assoziierte Zahl und eine Einheit, werden wir 

kurzweg eine nicht zerlegbare Zahl (d. h. in diesem Korper nicht 
zerlegbare Zahl) nennen. 

XXXVII. Eine von Null verschiedene ganze Zahl eines algebra - 
ischen Zahlkorpers Id fit sich stets in erne endliche Anzahl von nicht 
zerlegbaren , diesem Korper angehdrenden ganzzahligen Faktoren zerlegen. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der analogen Tatsache fur den 
Korper der rationalen Zahlen. Damit namlich in K(Q) fur eine ganze 
Zahl a =(= 0 eine Zerlegung cc = (iy statthabe, muB, wie vorhin aus- 
gefiihrt, vor allem 

Nmcc = Nm/j • Nmy, Nm«i = |Nm/J| • jNmy| 

sein; da nun bei fortgesetzter echter Zerleg*ung von a in ganz¬ 
zahlige Faktoren in K{6) und damit korrespondierend von Nm« in 
positive rationale ganze Faktoren die letztgenannten bestandig ab- 
nehmen, nie aber die Einheit erreichen diirfen, so miissen wir schlieB- 
lich dabei zu einer Zusammensetzung von a aus einer endlichen Anzahl 
solcher Faktoren kommen, die in K(S) nicht weiter zerlegbar sind. 

Jede vorgelegte Zerlegung einer ganzen Zahl konnen wir noch 
durch Hinzufiigen von Einheiten zu den Faktoren und Umstellung 
der Faktoren modifizieren; die so auseinander abzuleitenden Zer- 
legungen bezeichnen wir als voneinander nicht wesentlich verschieden. 

Wahrend nun jede von Null verschiedene ganze rationale Zahl 
wesentlich nur auf eine VVeise in nicht zerleobare oanze rationale 

O O 

Faktoren, namlich in ihre natiirlichen Primfaktoren zerfiillt*), gilt in 
algebraischen Zahlkorpern das dieser Tatsache unmittelbar Entsprechende 
im allgemeinen nicht: in einem algebraischen Korper kann miter Uw- 
stdnden eine gegebenc von Nidi verschiedene Zahl auf mehrere, i resent- 
licit verschiedene Alien in nicht zerlegbare Faktoren zerlegt irerden. 
Ein einfaches Beispiel eines quadratischen Korpers soli dieseu wich- 
tigen Umstand beleuchten. 

Eine allo-emeine Bemerkuno- iiber die oauzen Zahlen in einem 

O O o 

quadratischen Korper sei diesem Beispiel vorausgeschickt. Es sei 
ein quadratischer Korper K(0) durch die irreduzible Gleichung 

0 2 -f- a0 + b = 0 

mit ganzen rationalen Koeffizienten a, b gegeben. Man kann diesen 
Korper anstatt aus 6 = — \ a -f V Va - — 4 b auch aus \ a 2 — 4 b 

*) Der Beweis dieses Theorems wild iibrigens in den folgenden allgemeinen 
Ausfiihnmgen mit enthalten sein. 
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hervorgehen lassen, oder auch aus Yd, wohei d die aus a- — 4A 
durch Unterdruckung des groBteu dariu aufgekenden quadratiseheu 
Faktors entstehende Zahl bedeute. Jede gauze Zahl in K(0) liilit 

sicli sonach iu der Form " ' ^ darstellen. wobei u. r, tr teiler* 

ir 7 77 

fremde gauze rationale Zahlen siud. Damit umgekehrt eine Zahl 

a _l (• y (i 

ir nut ganzen rationalen teilerlremden u. v. tr ganz sei. ist e> 
hinreichend und uotwendig, dab die Koeffizieuten der Gleiohuno- 

7 r' 




2 a , <r — )'-(! 

Z + — = 0 

ir ir- 


I 1 . 


gauze Zahlen siud. \or allem muB dann also tr iu 2tt aufgehen: 
wiirde aber tv mit u einen Teiler / >l gemein haben, so muBte 
weiter c“d durch t~ und in der Folge, da d keinen quadratischen 
leiler =|= 1 enthalt, v durch / teilbar sein, also wiiren v, tr nicht 

teilerfremd; sonach muB tv notwendig ein Teiler von 2 sein.*) Fiir 

v / 


tr = 1 stellt die Form 


.i n 4- v I'd 

i * 


ir 


selbstverstaudlich ganze Zahlen dar. 


Dagegen wird — 2 — nach der Gleichung < 1 ) dann und nur dann 

ganz seni, wenn " ^ ganz ist: da nun ir mit it keinen Teiler 

> 1 gemein haben darf, so muB in diesem Fulle u und hernaeh auch 
'■ ungerade sein, und setzeu wir n = 2u* + 1 , r = 2v* + 1 mit guuz- 
zahligen u*, v*, so zeigt sieh, daB endlich 

l — <1 
i 

eine ganze Zahl sein muB; danach erkenuen wir in der Ganzzahlm- 
keit von 

d — 1 if — 1 v — 1 
4 1 2 ’ 2 

die vollstandigen Bediugungen dafiir, daB 11 +'V’ 1 eine g anze Zahl 
darstellt. 

Auf diese Weise finden wir, daB wenn \(d — 1) nicht ganz ist. 
sanitliche ganze Zahlen des quadratischen Korpers K(\ r d) in der Form 
H+r\d mit rationalen ganzen it, v darstellbar sind und also dann 
1, 1 d eine Basis in Ktyd i bilden; ist aber ganz, so sind 

auBer diesen Zahlen „ + v]/Fl auch noch alle diejenigen “ + 'V* oanz . 


in KaJ 3 ie einseteT teten ' aSSe “ ' eicbt mit Hilfe Satze, 
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worm it, v beide ganz rational und ungerade sind, und es bilden dann 
die Zaklen 1 , —eine Basis in K(]/d). — 

Wir betrachten nun beispielsweise den durcli die Gleichung 

0 2 + 6 = 0 

definierten Korper. Hier ist d = — 6, also die erstere Form u + v]/—6 
liir alle ganzen Zahlen des Korpers zutreffend. Die ganze Zahl 
= ^ laBt sicb nun in diesem Korper einmal in der Weise 

^ = 2 • 3, ein anderes Mai in der Weise 6~ = 0 • 0 in ganzzahlige 

Faktoren ecbt zerlegen und es sind dabei die Faktoren der Zerlegung 
beidemal im vorliegenden Korper nicht weiter echt zerlegbar. Ware 
namlich etwa 0 = ]/— 6 = fty, so wurde daraus 6 = Nm/? • Nm y 
folgen und dies ist, insofern die ganzen Zahlen /?, y nicht Einheiten 
sein sollen, nur so moglich, daB Nm/3, Nmy bzw. mit den Zahlen 
2, 3 identisch sind; es gibt aber im vorliegenden Korper keine ganze 
Zahl von der Norm 2 oder 3, da weder die Gleichung u 2 + 6v 2 = 2 
noch die Gleichung ?e 2 -f- G y 2 = 3 eine Losung in ganzen rationalen 
u, v zulaBt, und infolgedessen ist ]/— 6 in unserem Korper nicht echt 
zerlegbar. Ahnlich zeigt es sich ; daB weder 2 noch 3 im vorliegen¬ 
den Korper echt zerlegbar sind. 

Audi die Zahl 4 — 0- = 10 laBt sicli im Korper AT(]/— 6 ) auf 
zweierlei Weise, und zwar: 10 = (2 + ]/— (3)(2 — ]/— b) und 10 = 2 • 5, 
in Faktoren zerlegen, die, wie sofort zu sehen ist, nicht weiter echt 
zerlegbar sind. Derartige Beispiele kann man in beliebiger Menge kon- 
struieren. 

Fiir eincn cdgebraischen Korper lann soldiericeise der Satz von der 
eindeutigen ZerlegbarJceit der ganzen Zahlen in unzerlegbare ganzzahlige 
Faktoren fehlen. Dieser Umstand legt aber nur den Gedanken nahe, 
daB in einem derartigen Korper die ZaJden im geicohnlichen Sinne 
nicht die einfachsten Elemente sind , mit denen die 1'heorie der Teilhar- 
keitsgesetze fiir diesen Korper aufzabauen ist. Und in der Tat sind in 
diese Theorie Zahlen in einem erweiterten Sinne des Wortes, soge- 
nannte ideale Zahlen y eingefiihrt worden, welche wieder eine eindeutige 
multiplikative Zerlegung in unzerlegbare Elemente gestatten und da- 
durch erst eine liatlirliche und einfache Ausgestaltung der fraglichen 
Theorie ermoglichen.*) 


*) Kummer bat zuerst Begrilf und Namen der idealen Zahlen in der 
Theorie der aus Einheitswurzeln abgeleiteten Korper geschaffen. (Tgl. Journ. 
liir Math. Bd. So (1847'», Bd. 40 (1850); (Liouville) Journ. de Math. t. 10 (1851); 
Abh. der Berliner Akad. 1856.) Hemach haben Kronecker und Dedekind 
diesen Begriff allgemein fiir beliebige Zahlkorper gebildet. Dedekind setzte 
seine Theorie auseinander in dem letzten Supplement zur zweiten und den fol- 
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Wir wollen zunaclist die Griintle fur die Einfiihrung der idealen 
Zahlen naher auseinandersetzen. 


§ 2. Ideale. 

YYenn zwei gauze rationale Zahlen n, I), die nicht beide Null sind, 
den groBten genieinsamen Teiler / ha ben, so ist jede Zahl, welche 
aus der linearen Form ax + by durch Einsetzung beliebiger rationaler 
ganzzahliger Werte ftir ./',// hervorgeht, durch / teilbar; und uingekehrt 
ist dann zunaclist t selbst und weiter auch jede durch t teilbare Zahl 
in der Form ax + by mit ganzzahligen x. y darstellbar. Die Gesamt- 
heit aller dieser ax-\-by ist somit mit der Gesamtheit alter (lurch t 
teilbaren ganzen rationalen Zahlen identisch und kanu darum gewisser- 
maBen als ein Bild ties Teilers / gel ten; wir bezeichnen diese Ge¬ 
samtheit von Zahlen mit (//, b) und dieses Symbol soil zugleich den 
groBten genieinsamen Teiler von a und b bedeuten. Sind insbesondere 
a. b teilerfremd, dann bedeutet {a. />) den Inbegrift* santtlicher gauzer 
rationaler Zahlen und stellt andererseits die Eiuheit vor. 

Analog kann man den groBten genieinsamen Teiler beliebig vieler 

ganzer rationaler Zahlen, die nicht siiintlich verscdiwiuden, charakteri- 
sieren. 

Sind nun in eiuem Zahlkorper AVI) zwei gauze Zahlen u, p, die 
nicht beide verschwinden, vorgelegt und ist r ein gemeinsamer Teiler 
derselben, so ist zwar eine jede Zahl von der Form a), -f fin . wobei 

X > hier lm(1 ini tblgenden, beliebige gauze Zahlen in K[0) bedeuten 
sollen, durch r teilbar; es braucht dann aber nicht iminer einen 
solchen Teiler r von « und /3 zu geben, daB auch umgekehrt dieses r 
und daunt alle durch r teilbaren Zahlen des Korpers in der Form 
(( I -f- fty darstellbar waren. 

In der Tat, wenn etwa a, ji durch koine gauze Zahl in Ki d) ab- 
gesehen von den Einheiten, beide gleichzeitig teilbar sind, so kiimen 
iur r hier eben nur die Einheiten in Betracht und es ware die Fraoe 

—--- ^ 7 

genden Auflagen von Oiriehlet s Vorleeungen fiber Zahlentheorie; vgl. ferner 

B , ein ^,.^ rb !, lten m: Bul1 - des 8C - math - et astron. 1. ser. 11, 2. ser 1 ,1877V 41,h 
der Gott Ges. d. Wise. Bd. 23 .1878), Bd. 29 (1882). Kronecker veroffentlichte 

Dokf n L T 4 f 9 n Ch r Dgen auafl,hrl,ch zuer8t in der Festschrift zu Kummers aojiihr 
Doktoi-Jub. Berlin 1882, abgedr. im Journ. fur Math. Bd. 02 

Genauerc Literaturnachweise fiber dieses Gebiet finde’t man in Weber’s 
Algebra Bd. II S. 494 d I. Anil., wie auch in Hilbert’s Bericht fiber die Theorie 
der aigeb^schen Zahlkorper im Jabresber. der deutscben Math. Vereinig. Bd W 

W TdelfU ■ 6 V0 , rhe f“ de Vorlesu "S gehalten wurde, sind nocb Darstellunoeu 
dei Idealtheone in den Lehrbiicbern von P. Bacbmann, All<remeine Arithmetik 

der Zahlenkorper (Zahlentheorie, Teil V), bei B. G. Teubner 1905 und von 

worde“ mer ’ Urlesun " en fiber Zahlentheorie, bei B. G. Teubner 1907, gegeben 
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ob notwendig jede Zabl in K(0) y insbesondere also die Zahl 1 , sich 

in der Form cc). + pg jlarstellen laBt. Nehmen wir nun beispielsweise 

die Zahlen 5, 2 + ] x — 6 in dem vorhin betrachteten Korper K(Y~ 6 ), 
so wiirde aus ’ 

(2 + ]/- 6 h + 5/* = 1 (2) 

durck Multiplikation mit (2 ~ ]/— 6)/5 

2). + (2 — }/— 6)a ~—y~* 

5 

folgen, also miiBte die Zahl ( 2 - j/- 6)/5 mit der Norm § ganz sein, 
dies ist aber ausgeschlossen. Die Gleichung (2) hat somit keine 
Ldsung in ganzen Zahlen A, //, trotzdem 5 und 2 + ]/-^6 im vor- 
liegenden Korper keinen von den Einheiten verschiedenen geniein- 
samen Teiler haben; der Inbegriff (a, p) der Zahlen von der Form 
al + Pg ist also im vorliegenden Falle, trotz anscheinend teilerfremder 
P, identisch mit dem Inbegriff der ganzen Zahlen in K{6). 

Suchen wir die hier angetroffene Abweichung der Umstande in 
einem algebraischen Korper von denen im Korper der rationalen 
Zahlen aufzuklaren. 

Wenn eine ganze rationale Zahl g, die 4 = 0 ist, im Korper der 
rationalen Zahlen zwei wesentlich verschiedene eclite Zerlegungen hat, 

g = a a* = bh* f 

so scblieBen wir daraus, dafi jeder Faktor in der einen Zerlegung mit 
mindestens einem Faktor in der anderen Zerlegung* einen von 1 ver¬ 
schiedenen Teiler gemein hat, also gewifi mindestens eine der Un- 
gleichheiten 

(a, 6 ) + (l), (n* 6 ) + (l) 

statthat, unter (1) die Gesamtheit der ganzen rationalen Zahlen ver- 
standen. Haben wir es dagegen mit algebraischen Zahlen (4= 0) zu 
tun, wie in dem Beispiel in 6 ): 

10 = (2 + 1 / -"B)(2 - V- 6) = 2-5, 

so ware da der SchluB, daB 2 +]/—6 oder doch —}/—(> und 5 einen 

von den Einheiten verschiedenen Teiler in K(j/—6) gemein haben, 
falsch; nichtsdestoweniger ist aber nach dem, was wir soeben aus- 
gefuhrt haben, 

(2 -f- ]/— 6 , 5) 4 = (1) und desgleichen (2 —)/— 6 , 5) 4= (1)? 

dabei soil allgemein unter (y) der Inbegriff aller Zahlen vy im Korper 
mit ganzzahligen v , also speziell unter (1) der Inbegriff samtlicher 
ganzer Zahlen des Korpers verstanden werden. 

Diesel* Sachverhalt fiihrt unmittelbar dazu, im Korper neben den 
einfachen Zahlen, wie vorhin a, p, auch die Inbegriffe (a, p), die dureh 
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Zusammentas.sung aller Zahlen von einer Form a l -f- [ip entstehen, 

der Betrachtung zu uuterzieken; es zeigt sicli dann, daB fur derartifje 

hiheyrift'e mch Einfahruny enfsprechender Definitions dir Geseize dry 

multiplikaiivrn Zahlrntheone teieder mil threat urspriinylichen, dr at ‘Korper 

dry rat tonal rn Zahlen etyrttrn II ortlaute (jelten. Solche inbegriffe sind 

es, die Dedekind unter dem Namen der Ideale in die Zahlentheori«- 
eingefiihrt hat. 

Sind «j, k 2 , . . u h beliebige gauze Zahlen eines Korpers Kid), 
so \erstehen wir outer dem aus diesen Zahlen hervorgehenden Ideal . 
in Zeichen dem Ideal 

a = (a 1; cc 2 , . . ), 

in K{0) } den Inbegritf aller derjenigen Zahlen in K\0), welche sieh 
irgendwie in der Form 

l l i “i + l l > ( -2 + • • • + u h 

darstellen, wobei p v u 2} .. U/i irgendwelche ganze Zahlen in K 1 0 j 
sein diirfen. Bei dieser Begrittsbildung des Ideals soil immer still- 
schweigend angenommen werden, daB die zugrunde liegenden Zahlen 

ci t> “h nicbt samtlich Null sind: jedes Ideal soli also stets 
auch von Null verschiedene Zahlen enthalten. 

Wir nenuen zwei Ideale 

a = («,, « 2 , . . a, i ) 1 b = (£,, fl . fa 

gleich, werni sie aus genau derselben Gesamtheit von Zahlen besteheu, 
wenn also jede Zahl des einen in dem anderen enthalten ist und um- 

gekehrt. Hierfiir ist, wie man sofort sieht, erforderlich und hinrei- 
chend, daB jede der Zahlen ft, ft, . . ft skk iu n und jede de) . 

Aanlen a i1 u. 2 , . . a h sicli in b vorfinde. 

Der einfachste Fall eines Ideals ist die Gesamtheit aller nioa- 
hchen Produkte f u< einer einzelnen von Null verschiedenen ganze°n 
Zahl « des korpers in beliebige ganzzahlige, in, Korper enthaltene /t: 

a = («); 

ein solches Ideal heiBt ein Haupt ideal. 

Das Hauptideai (1) ist mit dem Inbegriff aller ganzen Zahlen des 
Korpers identisch; wir bezeichnen es auch mit o. 

Sind zwei Hauptideale («), (ft in. Korper einander gleich so 
muB es hiernach im Korper zwei ganze Zahlen a geben, so daB 

wird; alsdann ist ^ ‘ ^ 

. ('■ = laa 

ouer 

1 = la 


4 1 


was nur so stattfinden kann, daB a zneinander reziproke Einheiten 
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also a y zueinander assoziierte Zahlen sind. Gleiche Hauptideale be- 
stimmen somit bis auf eine Einheit als Faktor eine und dieselbe 
(von Null verschiedene) ganze Zahl. 

Audi ein aus beliebig vielen gegebenen ganzen Zahlen des Korpers 
hervorgehendes Ideal kann ein Hauptideal sein. In diesern Falle 
definiert es den grufiten gemeinscnnen Teller der gegebenen Zahlen in 
ganz entsprechender Bedeutung, wie dieser Begriff im Korper der 
rationalen Zahlen auftritt. Denn ist etwa 

(«n «*) = («), 

so muB es gauze Zahlen p ly g 2y X iy X 2 im Korper derart geben, daB 

«i = cc 2 = l* 2 a > cc = K a i + 

wii'cl; nun folgt aus den zwei ersten dieser Gleichungen, daB a gemein- 
samer Teiler von a ly a 2 ist, aus der dritten, daB a durch jeden ge- 
meinsamen Teiler von a l , a 2 teilbar ist, also aus alien drei Gleichungen 
zusammen, daB das Ideal (a ly a 2 ) genau mit dem Inbegriff alter Yiel- 
fachen eines gewissen sogenannten „groBten“ gemeinsamen Tellers 
von a l , a 2 identiseh ist. 


§ 3. Basis eines Ideals. 


Wir wollen die weiteren Entwicklungen iiber Ideale an dem 
Beispiel eines kubischen Korpers K(0) vornehmen. 

Im AnschluB an die in Kap. IV § 2 fur den Inbegriff der ganzen 
Zahlen in K(0) gegebene geometrische Darstellung laBfc sicli auch 
fur ein beliebiges in K(6) gegebenes Ideal a = (ff 1? cc 2 , .. ., cc h ) ein 
geometrisches Bild gewinnen. Es sei 


co = xco l -f- yco 2 -|- zco, 

eine Basisform fur den Korper K{0). Wir deuten x y ?/, z als Parallel- 
koordinaten im Raume und wollen das Gitter in x y y , z y welches ein 
geometrisches Bild fur die scimtlichen ganzen Zahlen in K(B) liefert, 
mit ( s )(o) bezeichnen. Dann bildet die Menge aller jener Punkte in 
(s> (o), welche speziell den Zahlen des Ideals n entsprechen, ebenfalls 
ein dreidimensionales Punktgitter, 0*5 (a). In der Tat: erstens besitzt 
diese Punktmenge die parallelogrammatische Grundeigenschaft eines 
Punktgitters, indem aus beliebigen zwei Zahlen des Ideals, 


a 5=8 l l l U l + * * ' + “h a h = J )CO l + Q C0 2 + rC0 3> 







= p *(0 


+ q*co 2 


+ 


)* : (0 


3> 


durch Subtraktion eine Zahl 


«* — « = (p*—p)tOi + ('/* —-r (r* — r)co 3 
hervorgeht, die jedesmal wieder dem Ideal angehort; und zweitens 
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liegen die Punkte von 03(d) nieht siimtlich in einer Ebene; denn be- 
deutet a eine beliebige Zahl =4= 0 in a, so liegen jedenfalls diejenigen 
drei Punkte von ('3(a), welcbe den drei (offenbar dann ebenfalls in a 
entbaltenen) Zablen <xfo lt «w Jf uco 3 bzw. entsprecben, sicher nicht in 
einer Ebene mit dem Nullpunkte, indent die Diskriminante der ge- 
nannten drei Zablen 

A-'u<cj 1? (co).,, c(>),) = ( Xmo)- • A 3 ( o l . , oj 3 >, 

also 4= 0 ist. 

In der wiederholt dargelegten VVeise konnen wir sonaeb in (a) 
auf uneudiicb viele Arten drei Punkte 

( \ = (.Pit 7i ) r i)> CJf = l P>, 7 2 , r 2 ), (\ = ( j ).,, q 3 , r 3 ) 

bestimmen, so dab aus dem Tetraeder 0(\C\C\ sicli das gauze Gitter 
W(ct) ableitet, als die Gesamtlieit derjenigen Punkte S = (X, Y, Z) 
in 03( o), fur welcbe die vektorielle Relation 

OS = X • 0(\ + Y- ()C 2 + Z • OC 3 

mit ganzzahligen rationalen X. Y, Z bestebt. Sind nun die¬ 

jenigen ganzen Zablen in K(0), welcbe den Punkten C lf C 2 , C 3 in 
OWo) bzw. entspreclien, also in a entbalten sind und mit deii Basis- 
zablen ca t , to.,, gj 3 von X(0) mittels der Gleicblinden 

?'l =)h& 1 4- 7l W 2 + 

y -2 = LWh 4- 7-f r., 0 ) 3 , (3) 

r-i = P)°h + 7a w 2 + >*8«3 

zusammenlian 0 en ? so entspriclit jedem Punkte (' X = P, Y= Q, Z = Ii ) 
des Punktgitters ©(a) eine Zahl in a, namlich Py t + Qy, -f By. 
und umgekehrt liiBt sich jede Zahl des Ideals n in der Form 

+ Qy-2 + RYs 

mit ganzzahligen rationalen, eindeutig bestimmten P, Q, B darstellen. 
Daraus folgt der Satz: 

XXX^ III. In einem Ideal elites huhischen Kurpers lassen sich stets 

(auf unendlich viele Weisen) drei Zahlen derail angehen, da [I diirch 

dicselhen siel, jede Zahl des Ideals linear homogen mit ganzzahligen 

rationalen Koef/izienten, und zicar nur in einer Weise, darstellen Id fit. 

Drei Zahlen ini Ideal von der bezeichneten Eigenschaft keiBen 
eine Basis des Ideals. 

1st das Ideal ein Hauptideal (a), so bilden direkt die drei Pro- 

dukte raj, uco 3 eine Basis desselben; denn da jede ganze Zahl 
I 1 des Korpers sich in der Form 
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mit g anzen rationalen p, q, r darstellt, so folgt hieraus fur jede Zahl 
ua in (a) die Darstellung: 

P a = p • aco 1 + q • ccco 2 -f- r • a <n 3 . 

Sind ft* ft beliebige drei ganze Zahlen in K(6) mit nicht 
verschwmdender Diskriminante, so fuhrt die Gesamtheit derjenigen 
ganzen Zahlen in K($), welche sich' in der Form Py x + Qy 2 -f 
in it ganzzakligen rationalen P, Q. R darstellen, — genannt der Modul 

I ft> ft> ft]> immer auf ein in ( s 5(o) enthaltenes di*eidimensionales 
( xitter; indessen mu6 eine solche Gesamtheit von Zahlen nicht not- 
wendig ein Ideal vorstellen. Soli sie namlich ein Ideal sein, so 
mussen aucli samtliche Zahlen g l y 1 + g 2 y 2 -f g 3 y Sf wobei g,, g 2 , g 3 

brhebige ganze, nicht bloB rationale, Zahlen in K(6) sind, ebenfalls 
diesem Ideal angehoren, also in der Form 

+ Qy* + ^ft 

mit ganzen rationalen P, Q f R darstellbar sein. Vor allem mussen 
dann somit auch die Zahlen 


ft w i> 

7s 

7s a i> 


Yl W 2> 

72 y 

7s a 2 , 

(4) 

7i <°3 y 

72 <°r> y 

ft W 3 



in der besagten horm darstellbar sein. Diese letztere Bedingung ist 
aber auch hinreichend dafur, daB der Modul [y lf y 2 , y 3 ] ein Ideal vor- 
stellt; denn sobald sie erfii lit ist, laBt sich jedc Zahl 

NYi + ft ft + ft ft 

_ / 

in der besagten Form darstellen, indem sie sich aus den neun Zahlen 

(4) linear homogen mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten zu- 
sammensetzen laBt. 


§ 4. Norm eiiies Ideals. 


Bilden wir fiir ein gegebenes Ideal a die Diskriminante einer 
in den Ausdrvicken (3) dargestellten Basis y lf y 2 , y 3 desselben, so er- 
gibt sich: 


j Yiy 

72 y 

73 * 

Piy 

Pi, Ps j 2 

^ * ft? 7s y ft) = 7i y 

72 y 

73 : = *°2y ®a)- 

h> 

<h, <u I; ( 5 ) 

n 

\Yi y 

ff 

72 y 

y' f ' 

/ O 

>\y 

r 2y r 3 1 


diese Diskriminante wird also gleich dem Produkt aus der Diskrimi¬ 
nante des Korpers in das Quadrat der Determinants 



§ 4 . Norm eines Ideals 




Pi i Pi > Pi 
f h> ( h> Jt 


r i ’ r 2 i r A 


Uen Bet rag dieser letzteren Determinants, welcher, wie sogleich deut- 
lich werden wird, von der Wahl der Basis - 2 , v. in a unabhangig 
isr, bezeichnen wir als die Xonn des Ideala a, in Zeichen: Nina. 

1st a ein Hauptideal, = U'), so kann fur dasselbe (vgl. £ 3i 


7 i = « 


*1 
/ 2 


= y 3 = a 10 

als Basis angenommen werden und es wird dann 


HD 


^ [ 7u 7-iy V :\) m. z , (o 3 ) • icn a' r = A 2 (wj, w 2 , (i).j ) • (Nm«) 5 ; (7 ) 

sonacli ist die Norm eines Hauptideals («) bis eventuell auf das Yor- 
zeichen, (das ja bei der Norm eines Ideals stets positiv ist), gleich 
her Norm der Zalil a, aus welcher das Hauptideal hervorgeht. ” Da- 
durch erscheint die Yerwendung des \Yortes „Norm‘* auch bier bei 
den Idealen gerechtfertio-t. 

Die Noun eines Ideals a hat eine emlache geometrische Be- 

deutung: sie ist gleich deni f olnnien des (inindjiarallclejdjieds int (jitter 

(s K a )* '"’Mies die /alien des Ideals a reprase,died. — bezogen auf das 

(irundparallelepiped des die Gesamtheit der gauzen Zahlen des Kdrpers 

darstellenden Gitters (M(o) als Volumeneinheit. Deun bezeichnen wir, 

wie m § )5, mit x. if, z die dem Gitter Gi(o) zugrunde geWten Ko- 

ordinaten und mit X Y, / diejenigen fur (')(«), so ist, bei den von 

uns in $ ■) angewandten weiteren Bezeichnum»*en 

© 

x ~ Pi N 4- P» Y 4 P.] %, 

if = 7j X (]., 1 -f 7.5 /, (^S ) 

Z = >\X + r. 2 Y + r.,z 

mid folglich berechnet sich das Volumen des Grundparallelepipeds 
' f ’ n ( s >(a) in den x. ij, z -Koordinaten zu 

dxdyiu = ( /(y ^ ^JJJdXilYd/^abs q ly 7 .>, 7 3 =Nma. 

1 1 y ' 2 > 1 a 

Wir konnen .lieser Tatsache, wen* wir eine hierauf passende Be- 

merkung in hap. Ill § 13 (S. 88) beachten, auch durch die Aussaoe 

Ansdruck getien, daB Nn. n der Anzahl dnjeniyn, Gitterpiudde In 
(, (0) glete/dcoilimt , a dele deni Bercicle 



°<*< 1, o _< Y < l, 0 < X < l 

des Grundparulldepipeds von M (a) aupehoren. Mit Riicksicht daruuf 
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konneu wir den rcziprolcen Wert von Nm o aucli als die Dichte des 
Ideals a (scil. relativ zum Ideal o) bezeiclinen. 


§ 5. Aqnivalente Ideale. Idealklassen. 

Wenn fiir zwei Ideale a, b in dem vorliegenden kubischen Korper 
K(e) solche Basiszahlen «„ a,, cc, resp. ft, ft, ft angebbar sind, die 
emander proportional sind, so daB also 



gilt, so nennt man die Ideale a, b einander aquivalent und schreibt 
dies in Zeichen: 


a ~ b. 


Es laBt sich alsdann zu jeder beliebigen Basis cc*, a*, a* in a eine 
Basis ft*, ft*, ft* in b derart angeben, daB die Elemente der einen 
proportional sind den Elementen der and ere n, — wodurcb erst der 
BegrifF der Aquivalenz unabhangig von der Auswahl eines besonderen 
Paars entsprechender Baseu in den Idealen wird. Denn die Basis 
^ 1 ’^? ^ 2 *> a * geht- aus cq, cq, « 3 jedenfalls durch eine lineare homogene 
Substitution mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten und mit einer 
Detenu inante + 1 hervor und dieselbe unimodulare Substitution er- 
gibt, auf die Zahlen ft, ft, ft angewandt, drei Zahlen ft* ft* ft* 
welche wieder eine Basis von b darstellen werden; ist nun dabei, der 
Voraussetzung gemafi, etwa 


Pl=X“l, P'2 = XMi P'6 = X^y (9) 

worin ^ eine Zahl (=f= 0) in K{B) bedeutet, so folgt daraus sofort im 
Einklang mit unserer Behauptung: 



Zwei Hauptideale (ft, (ft im Korper K(0) sind immer aquivalent; 
denn aus einer Basis co 1? co 2 , cu 3 des Korpers ergeben sich in der 
Form «Wj, aco 2 , aco 3 ; ft oq, ftco 2 , ftco 3 Basen der zwei genannten 
Hauptideale, woraus unmittelbar die Proportionality dieser letzteren 
zwei Basen, mit dem Quotienten % = (ft/cc), einleuchtet. Sonach ist ein 
beliebifjes Haaptideal im Korper aquivalent dem Hauptideal (1). 

Die Aquivalenz von Idealen laBt sich nocli auf eine andere 
Weise definieren, wodurch dieser Begriff in ein helleres Licht ge- 
riickt wird. 

Die Gesamtlieit der Zahlen im Ideal a bzw. b stellt sich mittels 
einer Basis cq, cq, cc 3 in a bzw. einer Basis ft, ft,, ft in b in der 
Form 


• • 

§ Aquivalente Ideale. Idealklassen. 
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bzw. 


4- 1\ -f Xu.. 

Xfii -f I /1 3 -f- Xft 3 


( 10 ) 


dai ; woiin A, 1, X unabbangig voneinander siiintliche ganzen rationalen 
Werte durchlauten. AVenn also beide Ideale a, b Equivalent sind und 
demgemaB gewisse Basen derselben, etwa eben u l9 a. 2 , u 3 ; ft ft, f ft f 
dureh llelationen (0) miteinander verbunden sind, so erkennen wir 
aus (10), daB zu jeder beliebigen Zahl a in a dann eioe Zahl ft in b 
derart gehort, daB ft u gleich deni in (9) bezeichneten Proportio¬ 
nal itatsfaktor i wird. Denken wir uns nun welches irgeud eine 

/ahl ini Korper sein mag. als Quotienten zweier ganzer Zahlen des 
Korpers, — ,u,dargestellt, so habon wir: 

vft = uu, 

d. h : die Gesandlieit dor Predate alter Zahlen des Ideals a //, die 

XM^iislmd der Gesandheit der Prod aide alter Xalden des Ideals b 
m die Xald v identisch. 

Wir defmieren nun als das Produl.t a a nines Ideals 

(1 (U^ y U > J • • • , (Ifft 

m verscllie <lene ,/anzc Xald des Korpers den Inbeoritf 

samthcher Produkte von „ in die Zahlen des Ideals a. Man s.elit 

leicht daB dieser Inbegnff ehenfalls ein Ideal im Korper ist und 
zwar das aus den Zahlen ,uq, #*«* hervorgehende Ideal. 

bonach lassen sieh zu zwei aquivalenten Idealen n, b imnier zwei 
V0U Nul1 rerechiBdene gauze Zahlen a. v derart angeben, daB 


vb = ua 


(ID 


wild. Umgekehrt sind zwei Ideale a, 6 von einem derarti<ren Zu- 

BasiTTon Tf ,!T7 6iniln ; Ier il(|U1Valeat 5 deni > einer beliebigen 
,1 p “5 fo . lgt < ann . sofort eille lnerzu elementenweise proportio- 
imle Basis fnrb. Die Arjuivalenz ran Idealen kanu son,it drlelPdiZ, 
Xasammmham, (11) defmiert uerden. 

«V / „ii,fc U T‘ ttfil !’ ai ' klar ' <lllB ZU ' ei hlealc ’ we,che demselbcn dritten 
? die Einteilung aller Ideale eines Korpers in Inbegriffe"on n^er- 

leaIen ,1Uhe ' Em S ° lcher Inbe S riff heiBt eine 

/* % SSL"" 


Minkowski, diophaut. Approximutionen. 


11 
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§ 6. Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen. 

XXXIX. Die Anzahl der samttichen in einem algebraischen Zahl- 
lorper rorhandenen IdealJdassen ist endlicli. 

Den Beweis dieses Satzes werden wir auf Grund bereits in 
Kap. Ill erledigter zahlengeometrischer Uberlegungen fuhren, wobei 
wir uns, wie bisber, das Beispiel eines kubischen Korpers K(6) vor 
Augen balten. 

Es sei D die Diskriminante, a 19 co 2 , co 3 eine Basis von K(6). Wir 
denken uns ein beliebiges Ideal a in K(Q) und es sei y l; y 2 , y 3 eine 
Basis von a. Alle Zahlen in a werden dann durcb die Form 

E = ftX + y 2 Y + y 3 Z (12) 

mittels ganzzahliger rationaler X, Y y Z geliefert und die dazu konju- 
gierten Zahlen werden bzw. durcb die Formen 

H = n'X + y’Y + y'Z, (12') 

Z = y"X + y^'Y + y s "Z, (12") 

jedesmal mittels derselben Werte der Yariabeln, dargestellt. Auf die 
drei Formen (12), (12'), (12"), welche die Determinante 

A(n> ?’ 2 > = ±V I> ■ Nma 

liaben (s. Gleicb. (5)), wenden wir den Satz XVII' (S. 80) oder den Satz 
XVIII' (S. 82) an, je nachdem D positiv oder negativ ist; danach laBt 
sich im Ideal a eine solche von Null verschiedene Zahl 

y = y^ 4- y 2 Q + ys R 

ermitteln, welche nebst ihren konjugierten y, y" der Ungleicbung 

I yy'y" | w I ]/D I Nm a (16) 

geniigt, wobei der Zablenfaktor To gleicb 2/9 oder 8/9^r zu nehmen 
ist, je nachdem 1) positiv oder negativ ist. 

Wir stellen nun dem Ideal a das aus der Zahl y hervorgebende 
Hauptideal (y) mit der Basis yco 1 , yco 2 , yco 3 an die Seite; die samt- 
licben Zahlen in ( y ), so wie die dazu bzw. konjugierten Zahlen sind 
dann bzw. in den Formen 

I = + co s*)> 

r, = yXco/x + o 2 'y + co 3 z), 
f = y (»i x + co 2 y + a 3 z) 
mit ganzzaliligeu rationalen x, ij, z enthalten. 


(14) 

(14') 
( 14 " > 



§ 0. Endlichkeit der Anzahl tier Idealklaseen 


Wir suchen nun in dem Punktgitter ©(01 die beiden darin ent- 
haltenen Punktgitter ©(a), ©(}-) auf, welehe die I.leale a, (y) bzw. 
reprasentieren und deren ersteres .lurch die Gleichungen (12) ( 1 ■>' \ 
(12 ) auf ein Grundparallelepiped ° * ’ 

"<A<1, 0<F<1, ()<Z< 1, (15) 

letzteres durch die Gleieh ungen ,14), (14'i,, 14") auf ein Grundparallel- 
epiped 

()^,y<l, ()<?<] ( ltj) 

bezogen ist. Da alle Zahlen des Ideals ( 7 ) zugleicb Zahlen von a 
sind, so ist dabei das Gitter ©(y) in dem Gitter ©(a) entbalten. Es 
kann sich nun W(y) vollig mit ©(a) .lecken und anderenfalls konnen 
wir nach der in hap. Ill §14 gegebenen Methode das dichtere, melir 
I unkte aufweisende Gitter ©(a) an das i,u Raume weniger dicbt zer- 
streute Gitter (4 (y ) adaption, , d. b. wir konnen stets fur das M- 
Imde Gitter (4(a) an SteUe von X, V, X, durch nine lineare homo- 
gene Substitution nut rationale)! ganzzahligen Kueffizienten und einer 
IJetci iiiniante ± 1 solehe neue Variable X, F, X auf eindeutio be- 
stunmte Weise einfiihren, welehe mit jenen ,■ y, z durch Gleicbungen 


X — /j X -|- i 2 y 

Y — m u 


/ z 

*3 ^ > 


"h l J + 


z = 


(17) 


II..I 

o 


zusammenkiingen, wobei / / ml 

1 4 ..1 T ’ 'll < 2 > lll 2 , G, w 3 , It, gauze 

Mnd und uberdies die Bedingungen 


rationale Zahlen 


0 n, 
' •> 


0 < 2 
nr 


1 , 0 < 


< 1, <>< ^< 1 

it. 


1 ^ w a>0, (18) 

0 < '* < 1 ^ ^ \ n ^ ut s ^ 1 

w 2 ^ ^ „ < 1 > () < — 5 < 1 (\ 0 ) 

erfiillt sind. 8 ' ”» { } 

x y S V m 'in j W BaSiS in welche dei > Gitterkoordinaten 

t’r bewuB er Weise zugrunde liegt, so gilt fur ie zwei 

Gleieh,uuren , 7 „ V f’ ’ {x ’ >J ’ z) ’ wek ' he vermittelat der 

'gen (17) nnteinander zusammenhangen, die Relation 

7 . Y +K y + h* = y x + y ro, y + y a,, ?; , ■>(,, 

eichtigung ™ , 17), Multipliliatioussade fe 


Nun ist 


A( /i. ? 2 , y 3 ) ■ I, /« 2 n s = 7 o,.,, y rOy). 


(21) 
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A (ft, ft? ft) — ± A(ft, ft, ft) = ±VD ■ Nma, 


^(yco^yco^y^) = ±yy'y ". ]/D ; 

aus (21) folgt somit: 

?i w 2 w 3 = + 7 Y y 

mid hieraus wegen (13): 


Nma 


ll m 2 n 3 < 65 j/Z) . 


Aus dieser letztereu Ungleichung geht hervor, daB Lei gegebenein I) 
eundchst fiir die ganzen rationalen positiven Zalden l lt m 2 , n s in (17) 
und hernach, uegen (19). auch far die iibrigm Koeffzienten in den 
Gleichungen (17) hier nur eitie endliclie Anzahl von Wertelombinationen 
in Frage lcommen. Es kommen sonach uberhaupt fur die Substitution 

(17) bei gegebenem 2) yon vornkerein nur eine endliche Anzabl von 
Moglichkeiten in Frage. 

Denken wir uns nun die zu (17) reziproke Substitution ge- 
bildet, welche also die Variabeln x , y, z durch jene X, F, Z dar- 
stellt, und sodann durch Einfuhrung dieser Substitution in die Rela¬ 
tion (20) die GroBen yjy, ft/ft y.jy durch die GroBen co 2 , co 3 
ausgedruckt, so stellen sich die ersteren durch die letzteren linear 
homogen dar, mit Koeffizienten, welche aus den GroBen l lf l 2 , . . ., n 3 
in bestimmter Weise rational zusammengesetzt sind. Daraus folgt, daB 
auch fur die Groften yjy, ft ft yjy , und in der Folgc auch fur derm 
Verhdltnissc ft:ft : ft * n d em For per K(B) hier nur eine endliche An¬ 
zahl von Moglichkeiten vorliegen. 

Auf diese Weise stellt es sich lieraus, daB in einem jeden 
Ideal a eines kubischen Kbrpcrs K(6) eine derartige JBasisfonn 
y x X -f ftF + ftZ existiert, tvobei fiir die Verhdltnissc ft : ft : ft von 
vor therein nur eine endliche, durch den Korper hestimmte Anzahl von 
Moglichkeiten existiert. Da nun einem jeden hier von vornherein 
denkbaren Wertesystem der besagten Verhaltnisse wenn uberhaupt, 
dann hochstens nur eine einzige Idealklasse in K{0) entspricht, so 
folgt daraus, daB die Anzahl der Idealklassen in K{0) endlich ist. 


§ 7. Beispiel. 

Der hier gefundene Beweis des Satzes XXXIX gibt zugleich in 

O C7 O 

jedem Einzelfalle die geeigneten Mittel an die Hand, urn alle exi- 
stierenden Idealklassen cities gegebenen Kotpers icirklich aufzustellen. 
Wir wollen dies hier an Beispielen von quadratischcn Koipern er- 
lautern. 

Durch die entsprechenden Uberlegungen, wie sie in § 6 fiir einen 



§ 7. Beispiel. 


165 


(23) 

(24) 

(25) 


(26) 


kubischen Korper vorgencmmen wurden, kann man fur einen quadra- 
tischen Korper die folgende Tatsache gewinnen: Es sei D die Dis- 
kriminante und cj,, to 3 eine Basis des Korpers; bedeutet nun a irgend 
ein Ideal in dem Kiirper, so existiert in a immer eine Zahl y und 
eine Basis y lr y 2 , derart, dab identisch in x, Tj 

YiOi* + hV) + 7i ' m -2!l = p («\X + o 2 y) (22) 

ist, wiihrend l 2 , m,, gauze rationale Zahlen sind, die den Un- 
gleichungen 

> o, m, > 0, 

0 < < m t , 

h 111 it < io ; 1 I) 

genii gen, mit a = * Oder - 2/sr, je nachdem /) > 0 oder <0 ist. 
Aus (22) folgt alsdann: 

7t _ h 

71 

Dabm wild, wie noch bemerkt sei, die Ungleichung (25) dureh 

Vermittlung von Satzen gewonnen, welclie jenen XVII', XVIII' analog 
Bind und lauten: ‘ ° 

„ ,, XL - mel ltmaren Format %, >j in zwei Variabeln, mit reellen 
Aoeffizienten und mcht verschwindender Determinants A, lassen sich 

9<™zzahlige rationale Werte der Variabeln anyeben, die nicht 
beide verschwiuden und die Ungleichung in < 1 A bewirheu 

Z, , m i Forme,, {. , V ,J VaM, L 

homplexen Koeffizienten und nicht verschwindender Determinants A 
lassen sick turner ganzzaldige rationale Wade der Variabeln angeben, 

die nicht beide verschwiuden und die Ungleichung ||jj|<-jA| be- 
wirJcen. n 

(Der erste dieser Satze wurde in Kap. II § 6 u. if. behandelt; der 
zweite ergib smh als Spezialfall des allgememen Theorems VII in 
Kap. II fur die Ellipse ||| - a l s Eichfigur.) 

un wollen wir speziell den quadratisehen Korper K(i) der 

betraeht™ V “ c ^ adratis 1 c ^ en *0) der dritten Einheitswurzeln 

betraehten; dieselben sind bzw. dureh je eine Wurzel der Gleichungen 

<2 + 1 = °> / + j + 1 = 0 

m A " f die ” K5 ' p " ™ ,d “ ™ ° b » 

TJti ,*<;} “?; “* '.“r *»- 

• ,/—- . _ . ’ 80 * {(l ~ 1 ^ nicht ganz; daher bilden 1, 

1 ' 1 eme Basis dieses Korpers und also 
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1 


£= ' , =_4 

1 * 

j ? i 

seine Diskriminante. In der Folge wird hier aus (25): 

# 

4 »« 2 < ~ < 2 , 

7l 

und also mit Riicksicht auf (23), (24): 

4 = 1 , »< 4 = 1 , 4 = 0 . 

Jerfes /(feaZ m £"(») demnach eine Basis y t ,y s , fur ivelche (vgl. 26) 

fi = «». . 


CO, 


«&0 ivelche zur Basis co lf co 2 des Korpers proportional ist; jedes 
Ideal in K{i) ist somit ein Hauptideal. 

Fur den Korper K(J) finden wir d = - 3, dabei ist i(d-l) ganz; 

es bilden sonacli 1, ]/- 3 noch keine Basis in K(j), wohl aber bilden 

1 ,j= - eine solcbe. In der Folge ist fur K(j): 


D = 


und gelit sonach (25) hier in 


1, J 

i, r 


= — 3 


h m 2 < ~~ < 2 


fiber, woraus mit Riicksicht auf (23), (24) wieder 

/i = 1, m 2 = 1, l, = 0 

folgt. Somit hesitzt jedes Ideal in K(j) eine Basis y l) y s von der 
Eigenschafty dafi 

y» __ _ . 

Yi ~ ®i ~ J 

wird, and ist daher immcr ein Hauptideal. 

Die Korper K(i), K(J) enthalten also keine anderen Ideale als 
Hauptideale. In jedem dieser Korper entstelit daher ouch der Begriff 
des grofitcn gemeinsamen Toilers genau so, wie im Korper der rationalen 
Zalilen. Sind namlich u lf beliebige zwei ganze Zahlen, die nicht 
beide verschwinden, im Korper K(i) bzw. im Korper K(j), so ist 
das Ideal (a l7 a 2 ) des betreffenden Korpers nach dem Gesagten immer 
ein Hauptideal, etwa = (a); es muB somit im Korper gauze Zahlen 
X lf X 2y g lf g 2 geben, so daB 


ci = X j cc l -j- X 2 cc 2 , 


a i = a, cc 2 = t u 2 a 
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wird, und aus diesen Relationen folgt, daB a ein gemeinsamer Teiler 
von a i und und daB jeder gemeinsame Teiler von u lt zugleich 
Teiler von a ist, also daB a der „groBte“ gemeinsame Teiler von a 3 
ist, Dahcr gelten (inch im Korper K(i) sowohl als im Korper K(j) 
fur die ganzen Zahlen analoge Teilbarleitsgesetzc , wie fur die gauzeu 
rationalen Zahlen , und in der Folge audt das Gesetz der eindeutigen 
multi pi ikativen Zerlegbariceit der ganzen Zahlen in unzerlegbare Zahlen. 


§ 8 Multiplikation von Idealen. 

Wir fahren wieder in der allgemeinen Tkeorie eines beliebio-en 
Kbrpers K(6) fort. 

Unter dem Produlte ab (hr ztrei Ideale 


ft a.}, • . • , uf ), b — (i *,. . (if) (27) 

im Korper versteht man das folgende Ideal: 

a 6 = 

• • V «/, fii , ft k , (C t fl k , . . u h fi k ) f 

welches also genau alle Produkte aus einer Zahl in a und einer Zahl 

in b und jede Sunime aus derarfcigen Produkten enthalten wird. 

Es ist klar, daB das so definierte Ideal ab unabhiingig ist von 

der A us wall 1 der Zahlen in a bzw. b, welche zur Festle^una dieser 
Ideale dienten. ° 

Es liegt auf der Hand, wie diese Definition auf Produkte von 

beliebig vielen Idealen zu erweitern ist. Es ist femev klar, was man 

unter der Potenz eines Ideals mit ganzzahligem positive™ Exponenten 
zu verstehen haben wird. 

Fiir die so definierte Multiplikation von Idealen gilt, wie man 
unmittelbar einsieht, das assoziative Gesctz und das Commutative Gesetz: 

(ab) • c = a • (be), 
ab = ba. 

Bezugnehmend auf (27; definiert man ferner (a, t>) als das fol- 
gende Ideal: v 

(a, b) = («,, (Zj, u k , 

Alsdann tritt zu den bezeichneten zwei Gesetzen fur die Multiplika- 
ti°n der Ideale noeh ein distributives Gesetz hinzu, indem P 


wird. 


(a, b) • c = (ac, be) 


( 28 ) 


Es kommt offenbar auf dasselbe kinaus, ob man ein Ideal mit 
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eiDer ganzen Zahl a (4= 0) oder mit dem aus dieser Zahl hervor- 
gehenden Hauptideal (a) multipliziert (vgl. § 5). 

XLI. Jedes Ideal reproduziert sich selbst, ivenn man es mit dem 
Hauptideal (1) multipliziert. 

Dieser Satz ist von vornherein klar; es gilt aber auch, was sehr 
wiehtig ist, die Umkehrung hiervon, welche lautet: 

XLI'. Aus einer Idealrelation 


fohjt noticendig 


ab = a 

b = (1). 



( Dabei wird, wie immer [vgl. § 2], daran festgehalten, daB ein Ideal 
stets auch von Null verschiedene Zahlen enthalt.) 

Der Einfachheit halber denken wir uns den vorliegenden Korper 
wieder als einen kubischen; zudem konnen wir die Ideale a und b 
insbesondere je durch eine Basis a s , u 3 bzw. ft, ft, ft festgelegt 
annehmen; dann bedeutet (29), daB jede Zalil « in a sich als lineare 
Verbindung der neun Zahlen «jft, «*ft, ..., a,ft mit ganzzahligen 
im Korper liegenden Koeffizienten darstellen laBt; fassen wir nun in 
dieser Darstellung je die Glieder mit mit mit a 3 zusammen, 
so erhalten wir a in der Form einer linearen Verbindung der Zahlen 
«i, «!, « 3 mit Koeffizienten, welche Zahlen in b sind. Es ist also 
unter anderem 

a i ~ @11^1 @12 U 2 “f" @ J8^3» 

U 2 @21 ~h @22 ^2 “h @23^3) 

U 3 ~ @31 a i "f" @32 a 2 “t" @33 a 3’ 


worin fi n , /3 12 , . . /3 33 gewisse Zahlen in b bedeuten. Hieraus folgt 

mit Notwendigkeit das Verschwinden der Determinante dieser in 
«j, homogenen Gleichungen: 



Denken wir uns nun diese Determinante entwickelt und in der er- 
haltenen Gleichung das Glied 1 auf die rechte Seite fill* sich gebracht, 
so sagt dann die Gleichung aus, daB 1 eine Zahl in b ist. Infolgedessen 
ist aber auch jede ganze Zahl des Korpers, als Produkt ihrer selbst 
in 1, eine Zahl in b, und also 

b = (i). 

Die Satze XLI, XLI' lassen sich noch wesentlich verallgemeinern, 
und zwar zu folgenden: 
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XLII. 1st 


a = b 


und c tin beliebiges Ideal im Karper, so ist auch 

ac = be. 


Es lafit sich aber aucli 


(30) 


Diese Tatsache ist nnmittelbar klar. 
die Umkehrung hiervon beweisen: 

XLII'. A us 

ac = be 

folgt 

a = b. 

(Den Idealen a, b, c bier entsprechen in (29) bzw. b, (1), a.) 

Bei dem Beweise dieses letzteren Satzes werden wir drei F'alle 
unterscheiden: 

1°. c sei tin Hauptideal, = {y). Dann bedeutet 

a(y) = b(y), 

daB zu einer jeden Zahl a in a eine Zahl ft in b und zu einer jeden 
Zahl ft in b eine Zahl a in a derart gehort, daB 

ay = fty , 

also 

a = ft 

wird; dies heiBt aber, daB 

a = b 

ist. 

2°. c sei tin beliebiges Ideal; dagegen sei ivcnigsiens tines der 
1 deale a, b tin Hauptideal, etna b = (ft). Indem wir uns der Ein- 
fachheit halber den vorliegenden Korper wieder als einen kubischen 
denken, nehmen wir y lf y 2 , y 3 als eine Basis in e an; dann ist offen- 
bar fty u fty 2 , fty 3 eine Basis in (ft)c und die Voraussetzung 

ac = (P) c (31) 

besagt also, daB eine jede Zahl in ac als lineare Verbindung der 
broBen fty lf fty 2 , fty s mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten dar- 
gesteUt werden kann, also insbesondere, wenn « eine beliebige Zahl 
m a ist, stets drei Gleichungen 

ay, =p,fty l + q,fty 2 + r,fty 37 

“r*-p*Pri+qtfiyi + r 9 fty 99 
= lhPV\ + <h ft 7 2 + ** 8 ft y :i 

Z l ljTr eU i rat ‘ 0nal r Z “ hle, ‘ <h, ■ ■ ■, r, bestehen. Daraus folgt 
notwendig das Verschwmden der Determinante dieser drei in y v v 
homogenen Relationen: 
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Diese letztere Gleichheit besagt nun, nach Entwicklung der Determi- 
nante hierin, dafi die Zahl a/f 3 einer algebraischen Gleichung mit 
ganzen rationalen Koeffizienten und deni hdchsten Koeffizienten°l o-e- 
niigt; hiernach ist also u/p eine ganze Zabl. Jede Zalil in a ist so- 
nnt durch /? teilbar und es existiert infolgedessen ein Ideal e = 
(, ci i!P> . . ., ajfi); fiir dasselbe gilt dann die Relation 


a = e(|8). 

Diese liefert nun, in (ill) beriicksichtigt: 

= (P) c, 

woraus clem unter 1° Bewiesenen gemafi 



cc = c 

und also nacli dem Satze XLF 


c = (l) 

folgt; mit Kiicksicht darauf ergibt aber (32): 

. «= (P)> 

was zu beweisen war. 

3°. a, 6 , c sc ten beliebige Ideale im Korper. Den Beweis des 
Satzes XLIT grunden wir unter diesen allgemeinsten Umstanden auf 
zwei Hilfssatzen, denen auch an sich eine fundamentale Bedeutung in 
der Idealtheorie zukommt. Der eine dieser Hilfssiitze lautet: 

XLIII. Zu jedem beliebigen Ideal c des Kbtpers gibt es eine j)osi- 
tive gauze rationale Zabl g derart, dafi c 7 ein Hauptideal icird. 

Beweis: Ist c selbst ein Hauptideal, so verstekt sich der Satz 
von selbst, speziell mit dem Werte g = 1. Ist c kein Hauptideal, so 
bilden wir aus c durch fortgesetzte Potenzierung die Folge der Ideale 
C, C 2 , c* ; . . jedes dieser Ideale repriisentiert irgend eine von den 
Idealklassen des Kdrpers, der es selbst angehbrt; da nun fur den 
Korper, nach Satz XXXIX, iiberhaupt nur eine endliche Anzahl ver- 
schiedener Idealklassen existieren, so miissen wir in der obigen Folge 
von Idealen auch aquivalenten Idealen begegnen. Es sei demgemaB 
c Vi das erste angetroffene Ideal, welches einem bereits vorher vor- 
kommenden, etwa c- 7 °, aquivalent ist; dann gibt es im Korper irgend 
welche von Null verschiedene o*anze Zahlen a, v. so daB 

O 1/7 
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(v)c' Jl = (it ) C 7 '* 

wird. Daraus foigt naeh clem schon unter : >0 Bewiesenen: 


V) C 


v * - n 


- = Of'; 


demnach ist die gauze Zabl u durch die gauze Zahl v teilbar, also 

etwa = yv. wobei y eine weitere gauze Zahl 4=0 im Kdrper bedeutefc, 
und somit haben wir: 


i v ic 


(v i \ v ): 


bieraus foigt endlicb clem unter 1° Be wiesenen genial} 


c 


r.V. ~ 7 0 _ 


/ 


V) 


Danach ist unser Satz mit dem Werte // — //, — r/ 0 riehtig. Die bier 

eimittelte Zahl </ x // 0 ist zugleirh der licmste positive Exponent. 

zu dem ci erhobeii eiu Hauptideal wird, denn eine gegenteilige An- 

nahme w urde, wie man sich leicht iiberzeugt, zu emem* Widersprueh 

gegen die* ^ oraussetzung uber die Natur cles Exponenten (/ { fiihren. 

Der andere von den erforderlichen Hilfssatzen lautet: 

XL1\. Za jedetn bchchiyen Ideal lanm aunt on Kbrpey cm ivci- 

tcres I(haJ dwarf finden, dap das Prod aid bolder Ideed e ein Ha apt - 
ideal icird. 

Beweis: Ist c das gegebene Ideal und </ ein soldier ganzer ratio- 
miler positiver Exponent, <la 15 c* ein Hauptideal, = (y), wild so 
brauchen wir nur c"- 1 fur das weitere Ideal, von welchem in dem 
Satze die Rede ist, zu neknieu und lialien damit iu der Tat: 

c • ~ 1 == (;*). 

Dabei ist, sollte y = 1, also c selbst ein Hauptideal sein, unter c° 
das Hauptideal (1) zu verstehen. 

Nun gestaltet sich der Beweis des Sat/.es XLII' im allgemeinen 
halle 3° sehr einfach. Wir bestimmen zu dem in der Formel (30) 
auftretenden Ideal c ein Ideal c* im Kdrper derart, da8 cc* ein Haupt¬ 
ideal, - (y), wird: raultiplizieren wir sodann in (30) beide Seiten mit 
c% so ergibt sicli: 

a(y) = b (y ), 

nnd bieraus foigt gemiiB dem bereits im Falle 1° Bewiesenen: 


was zu beweisen war. 


a = b, 


§Reziproke Idealklassen. 


8^®“ Mf Gleichhe ^ n zwiscUen Idealen bezuglichen elementaren 
featzen des vongen Paragrapben entspreeben ganz analoge Satze 
ulier Aqimalcnzcn z,risehen Idealen. 
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Es wird hier immer nur von Idealen und ganzen Zahlen in einem 
bestimmten Korper gesprochen. 

So ist aus der Definition der Aquivalenz von Idealen unmittel- 
bar klar, 

XLY dafitvenu a ein beliebiges Ideal und (fi) ein beliebiges 
Hauptideal im Korper bedeuten, stets 


ist. 


a (/?) ~ a 

Es gilt aber auch die Umkebrung hiervon, lautend 
XLV'. Wenn 

ab ~ a 


lst b notw endig ein Hauptideal. Denn es gibt dann ganze 
Zahlen 4 u =4= 0 und v =4= 0 im Korper, so daB 

vab = a 

ist, und kieraus folgt nach dem Satze XLII': 


vb = 0); 


danach ist a durch 
hinaus, also ist 


v teilbar und kommt b auf das Hauptideal {p/v) 

b ~ (1). 


XLVI. Muliipliziert man zwei aquivalente Ideale a, b mit einem 
und demselben Ideal c, so sind auch die erhaltenen Produkte aqui- 
valent. In der Tat: nach Voraussetzung gibt es zwei von Null ver- 
schiedene ganze Zahlen /x, v im Korper derart, daB 


ist; daraus folgt 
also 


vb = pa 
vbt = /xac, 
be ~ ac. 


Auch fiir diesen Satz 
XLVI'. Aus 



gilt die genaue Umkehrung, und zwar: 

ac ~ be 
a ~ b. 


Denn der Voraussetzung gemaB gibt es von Null verschiedene ganze 
Zahlen p, v im Korper derart, daB 

/xac = vbi 

wird; daraus folgt dann nach XLII': 
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a ~ b. 


Durch Anwendung des Satzes XLVI bzw. XLVT ergeben sich 
die folgenden Tatsachen: 

XLVII. Hat wan 

a ~ a* b ~ b* 

so gilt 

ab ~ a*b ~ a*b* 

XLVIF. Hat wan 

ab ~ a*b* a ~ a* 

so folgt hieraus zundchst: 

ab ~ a*b ~ a*b*, 

und daraus: 

b ~ b* 


Zu einem Ideal a kann nacli dem Satze XLIV immer ira Korper 
ein solches Ideal b ermittelt werden, daB 

a b ~ (1) 

wird. Hernach wild dann dem Satze XLVII zufolge auch das Pro- 
dukt ernes beliebigen Ideals derjenigen Klasse, welcher a angehort, in 
ein oehebiges Ideal der durch b bestimmten Klasse ~ (1) sein. 

Zwei in derartiger Beziehung zueinander stehende Idealklassen 
des , Korpers, daB ein Produkt aus einem beliebigen Ideal der ersten 
und einem beliebigen Ideal der zweiten Klasse stets ein Hauptideal 
lietert, nennt man zueuiandcr veziprolc. 

Zu jeder IdealJdasse gchart im Korper eine cinzige reziproke Ideal - 
klasse; hat man niimlich fur Ideale a, b, b* des Korpers gleichzeitig 

ab ~ (1) ; ab*~(l), 

so kann dies wegeu des Satzes XL\T niclit anders stattfinden, als daB 

b ~ b* 

ist, also b und b* zu derselben Idealklasse gehoren. 

Die Kla.se der Hauptideale ist zu sich selbst reziprok■ denn das 
Produkt von zwei Hauptidealen ist immer wieder ein Hauptideal. 


§ 10. Teilbarkeit vou Idealen. 

Wenn zu zwei Idealen a t ein drittes m derart gehort, daB 

mTeol a Z. ***** “ ‘ teilbar ist oder t ein 
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Jedes liJeal ist durch sich selbst und durch das Hauptideal (T) 
teilbar. K ' 

Der Urn stand, dafi ein Ideal a durch ein Hauptideal (r) teilbar 

ist, kommt offenbar darauf hinaus, daft jede Zahl in a durch t teil- 
bar ist 

Die Beziehung eines Ideals a zu einem Teiler t desselben l&Bt 
sich noch aut eine andere Weise charakterisieren. Ist a — mt, so 
folgt daraus, daB jede Zahl in a sich linear aus Zahlen in t zusammen- 
setzen laBt mit Koeffizienten, die Zahlen in m sind. Daraus geht 
dann vor allem hervor, dafi jede Zahl in a unter den Zahlen"des 
Ideals t vorJcommt, daB also das Punktgitter ©(a) ganz im Punkt- 
gitter ( s 3 (t) aufgeht, — oder, wie wir sagen wollen, um die Aus- 
drucksweise besser der \ orstellung von t als Teil anzupassen. — 
daB das Punktgitter ©(a) das Punktgitter ©(t) umgibt. 

Wenn umgekehrt es zunachst feststeht, daB das Punktgitter ©(a) 
das Punktgitter @(t) umgibt, d. h. daB eine jede Zahl von n unter 
jenen von t vorkommt, so folgt daraus sofort auch mit Notwendig- 
keit, dafi das Ideal a durch das Ideal t teilbar ist. 1st namlich zu¬ 
nachst t ein Hauptideal, so versteht sich die behauptete Tatsache 
ohne weiteres. Ist ferner t kein Hauptideal, so konnen wir dazu 
jedenfalls ein Ideal t* derart bestimmen, daB tt* ein Hauptideal, 

= (r) wird; da alsdann infolge unserer Voraussetzung, wie man ohne 
Weiteres erkennt, auch jede Zahl aus at* eine Zahl aus tt* sein wird, 
d. h. alle Zahlen von at* unter jenen von tt*, also unter den samt- 
lichen \ ielfachen von t vorkommen, so ist also nach dem bereits so- 
eben Bemerkten gewiB at* durch tt* und in der Folge nun, nach 
dem Satze XLIT, a durch t teilbar. 

Auf Grund dieser Tatsachen ergibt sich hiermit die folgende 
andere Charakterisierung des Begriffs ,,Teiler eines Ideals'*: Ein Ideal 
t ist ein Teiler des Ideals a, wenn alle Zahlen von a auch hi t vor- 
liotnmen. 

Man hat hiernach zu beachten, daB von zwei Idealen, deren eines 
ein Teiler des anderen ist, der Teiler zumindest dieselben Zahlen um- 
fafit, wie das andere Ideal, also das an Zahlen reichere Ideal ist, 
falls nicht beide Ideale identisch sind. Wie denn beispielsweise das 
Ideal (1), welches Teiler eines jeden Ideals im Korper ist, iiberhaupt 
alle ganzen Zahlen des Korpers in sich begreift. 

Eine unmittelbare Folgerung aus dieser letzteren Charakterisierung 
eines Idealteilers ist der folgende Satz: 

XLVIII. Bedeutet a eine beliebiye Zahl in einem Ideal a, so ist 
stcts das Hauptideal ( a ) durch a teilbar. — 

Ist t gleichzeitig Teiler eines jeden von zwei Idealen a, b, so nennt 
man es einen gemeinsamen Teiler der zwei Ideale. 
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Das aus zivei Idealen a, b abzuleitendc Ideal (a, b) (vgl. § 8 ) ist 
ein gemeinsamer Teller von a mid b; denn sowohl jede Zahl von a, als 
auch jede von b ist unter den Zablen des Ideals (a, b) enthalten. 
Zugleich ist jeder geme insame Teller von a and b auch Teller von (a, b): 
denn aus zwei Gleiehungen 

a = tm, b = t n 

fur I deale t, m, u folgt (naeh § 8, Gleieh. (28;): 


(a, b) = (tm, tn) = t(m, n). 

Wegen dieser beiden Eigenschaften nennt man das Ideal (a, b) den 
grofiten gemeinsamcn Teiler der Ideale a, b. 

Ist der grofite gemeinsame Teiler zweier Ideale == (1), so nennt 
man diese Ideale teilerfremd oder reJafiv prim. 

XLIX. Sind die Ideale a, b teilerfremd, so lassen sick in ihnen 
hzw. zu m ei /alien a, /I derart angehen, dafi 

(C d - — 1 

u'ird. 1st namlieli 

(o, b) = (1), 

dabei (nacli den Zablen, aus denen die Ideale entspringen), 

a — («j, « 2 , • • •) (C h )? b — < fii, fit, . . P k ), 

so muB sicb die Zabl 1, weil sie in (a, b) vorkommen soli, in der 
Form 

1 = *,«i + X 2 u t + • • • + X h u, ( + + nj,, + -f. n k p k (33) 

darstellen lassen, worm 

hi hi * • hi t l l> l l 2i • • 

iigend welcbe ganze Zablen des Korpers sind; nun ist in (33) 


(33) 


eine Zahl in n, 


h a v d" h u 2 


H~ h a t, 


• a i Pi + 1*2 0* + * • * + HkP, 


h'mptung iU b UUd da ’ aUS f ° lKt Unmittelbar die Richtigkeit der Be- 

Die Begriffe eines geineinsamen und des groBten gemeinsamen 
eilers /.weier Ideale und die darauf bezuglichen Satze lassen sicli in 
naheliegender Weise auf gemeinsame Teiler beliebig vieler Ideale er- 

Thlor?; f nZ ™ d / es ' ni 1 t , den analo K eu Begriffen und Siitzen in der 
ie ^ er rationalen Zahlen zu gescbehen pflegt. 
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Die Beziehung zwischen einem Ideal a und einem Toiler des- 
selben, t, lieB in § 10 die einfache geometrische Deutung zu: das 
Punktgitter ©(a) umgibt das Punktgitter ®(t). 

AVii konnen danach alle Teiler t eines vorgelegten Ideals u in. 
der Weise ermitteln, daB wir zunachst alle im Gesamtgitter ®(o) des 
Korpers irgendwie enthaltenen Gitter suchen, welche vom Gitter©(a) 
umgeben werden, und von den gefundenen Gittern sodann nur die- 
jenigen beibehalten, welche iiberhaupt Idealen entsprechen, wofiir die 
am Schlusse von § 3 angegebenen Umstande maBgebend sind. 

Zu jedem Teiler t von a, resp. zu dem ihm entsprechenden Gitter 

®(t) gehort nun, wenn das Gitter ®(a) irgendwie auf ein Grund- 
parallelepiped 

0^X<1, 0^ Y< 1, 0^Z<1 

bezogen ist, ein diesem letzteren adaptiertes Grundparallelepiped, (vgl. 
Kap. Ill § 14), — also eine ganz bestimmte Substitution 

x = l t X + l 2 Y + l 3 Z, 

y = m 2 r + m 3 Z , (34) 

z = n 3 Z 

mit ganzzahligen rationale^ die Ungleichnngen 

h > 0, m 2 > 0, n 3 > 0, 

osi<i, 0 S A<1, 0 S? <1 (35) 

befriedigenden Koeffizienten, — derart, daB ®(t) genau durch das Gitter 
in x , y y s vorgestellt wird. Zugleich ergibt sich aus dieser Sub¬ 
stitution der Zusammenhang zwischen der dem x- y y-, .f-Gitter zugrunde 
liegenden Basisform des Ideals t, etwa r l x + r 2 y + r 3 z, und der dem 
X, Y, Z- Gitter zugrunde liegenden Basisform des Ideals a, etwa 
cc l X -}- cc 2 Y -}- cc 3 Z, und zwar in den Relationen: 

cc i=h t if 

^2 ~ ^ 2*1 T * ^2 ^2 > 

«3 = h T l + m S T 2 + W 8 T 3- 


Ziehen wir noch die zu diesen letzteren analogen Relationen fur 
die zu a l} ... r 3 konjugierten GroBen a/, . . . r 3 ' bzw. a t " y . . . r 3 
heran, so ergibt sich aus alien neun Relationen zunachst die folgende 
Beziehung zwischen der Diskriminante von a lf a 2 > uu( ^ j ener vou 


A 2 («!, tc 2 , cc 3 ) = • A 2 (r 1? r 3 , r 3 ). 


(30) 
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i I 


so folgt a us 


Da nun (vg]. § 4) 

AVu = 1 Nin a)- • A-i w,. o 2 , w 3 i, 

A 2 i Tj, r._,, r 3 ) == (Nm t r • A-(w,, o>, , co., i 

ist, unter o n c co 3 eine Basis im korper verstaiuien, 

(36) weiter: 

Nm a = /, n.. • Nm t. 

Es ist also l l m i n 3 ein Teiler von Xm a unci hieraus folgt, daB, wenn 
das Ideal a, oder selbst nur Nma, vorgegeben ist, zuniichst f'iir die 
•jattzen gositiven Zahlen /„ m... n, and hernach, wit IUicksicht noth anf 
(doj. iiberhaupt f'iir die samtlichen Koeffizieuten in dee Substitution (34) 
ton lotnhetein nut emc cndhelte Anzahl von II ertckoinbinutionen zu- 
liissig ist. Namentlich zeigt sich, daB in jedem besonderen Falle eut- 
weder /, >n 2 n 3 > 1 uud dann Nmt<Nma ist, oder andernfalls nur 
t = a sem kann; d. h. jeder Teiler von n, au/icr a s/lbst. hut eine Norm, 
die <Nma ist. Da iiberdies zwei versehiedenen Teilern von a not- 
wendig zwei verschiedene Substitutioneu (34 1 entsprechen, so liefert 
unsere Uberlegung den folgenden Satz: 

L, Lin gegebenes Ideal kann nur eine ewlliehe Anzahl von ver- 
schiedenen Teilern huben. 

Ein von (1) verschiedenes Ideal, welches auBer sich selbst und 
dem Ilauptideal 1 1 1 keine weiteren Teiler besitzt, also nicht anders in 
zwei Idealfaktoren zerlegbar ist, als in ein Produkt nus sich selbst in 
das Ilauptideal (1), soli ein Trim ideal heiBen. 

Der Wert 1 als Norm kommt nur dem Ideale (li zu. Wir be- 
zeichnen eine Zerlegung n = int eines von (li verschiedeuen Ideals n 
als eine eehte Zerlegung, wenn dahei weder m = (l), t = n, nocli 

ni^"’ t 7, (1/) ‘ St; be ‘ einer solcllen ecllt en Zerlegung muB dem 
Ongen zufolge Xmt und muB desgleichen Nmm als gauze rationale 

1 noc-h uberschreitei.de Zahl < Nma ausfallen. Auf Grand dieser 

latsache lafit sich unn.ittelbar der SchluB ziehen, daB ein beliebia 

voryckgtes von (1) verschiedenes Ideal enticeder keine echte Zerlegung 

zulafit oder dureh fortgcsctzte echte Zerlegung in Teiler sich schliclilich 

als Ptodud enter endhehen Anzahl von solehen, von (1) verschiedeuen 

Idealen durstellen waft, welche keine echte Zerlegung mehr zulassen. 
Vn komrnen daunt zum folgenden Satze: 

LI. Kin gegebenes von (li verschiedenes Ideal ist entweder ein 

A "‘ M ~ 

Die hier durchgefiihrte Betrachtung zeigt auch den Weg auf 

welchem die Darstellung eines Ideals als Produkt von Primfdealen 
gewonnen werden kann. 


Minkowski, diophant. Approximationou 
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§ 12. Eindeutigkeit der Zerlegung vou Idealen in Primideale. 

Es fragt sich nun, ob man auf verschiedenen Wegen nicht etwa 
zu verscbiedenen multiplikativen Darstellungen desselben Ideals durch. 
Primideale gelangen kann. Diese Frage ist zu verneinen: 

LII. Die multiplicative Zerlegung eines Ideals in Primideale ist 
immer eindeutig. 

Zum Beweise dieses fundamentalen Satzes brauchen wir den fol- 
genden Hilfssatz: 

LIII. M enu das Produkt zweier Idealc durcli ein Primideal tell - 

bar ist . so mu/5 mindestens einer der Leiden Faktoren durch dieses 
Primideal teilhar sein. 

Beweis: Es sei das Primideal p ein Teiler des Produkts der 
Ideale a, b. Angenommen, es sei dabei a nicht durch p teilbar und 
daher a zu p teilerfremd, dann ist hier zu zeigen, daB p in b auf- 

gehen muB. Wir bestimmen nach deni Satze XLIX (S. 175) eine Zahl 
ic in a und eine Zahl y in p derart, daB 

a + <p = 1 

wird. Bedeutet nun /3 eine beliebige Zahl in b, so ist a /3 eine Zahl 
in ab, also auch in dem Teiler p von db; ferner ist ebenfalls 
eine Zahl in p; in der Folge ist also auch die Summe der beiden 
Zahlen, (a + 9 ?)^ = /3, unter den Zahlen von p enthalten. Sonach ist 
jede Zahl in b zugleich eine Zahl in p und also p ein Teiler von b r 
was zu beweisen war. 

Der Hilfssatz LIII iibertragt sich sofort, mit entsprechend ge- 
iindertem Wortlaute, auf ein Produkt von beliebig vielen Idealen. 

Angenommen nun, urn zum Beweise des Satzes LII uberzugehen^ 
es lagen fur ein Ideal a = 4 = (1) zwei verschiedene Zerlegungen vor: 

worin p 1? Pg, . . p y fur sich und q lf i) 2 , . . fur sich jedesmal unter- 
einander verschiedene Primideale und s lf s 2 , . . s /9 f ly t 2 , . . t y lauter 

positive ganze Zahlen bedeuten. Auf Grund des soeben bewiesenen Hilfs- 
satzes erschlieBt man, daB jedes der Ideale p l; p 2 , . . ., p 7 Teiler von 
mindestens einem der Ideale q 2 , . . ., sein muB und umgekehrt. 
Dies ist aber, da hier lauter Primideale vorliegen, offenbar nur so 
moglich, daB die einzelnen p mit den einzelnen q bis auf die Reihen- 
folge bzw. identisch sind. Wir kamen also bei entsprechender An- 
ordnung der q zu zwei Darstellungen folgender Art fur a: 



§13. Restensystem nach einem Ideal 


179 


a 


— 


p, 1 (C... pv 


= pi' p» 


• 


(37) 


Wiire nun beispielsweise s, <t 1( so wiirde aus (37.1 folgeu: 

p; 5 --P^p'r'-pl 1 

wobei also die reclite Seite, aber kein Faktor der linken Seite durch 
p, teilbar ware, was dem besagten Hilfssatze widersprechen wiirde 

ts n,u “ daher «otwendig s, = und aus analogen Griinden aueh 

weiter s, - t 2 , . . Sf = t, sein; hiermit ist aber der Satz LII be- 
wiesen.*) 


§ 13. Restensystem nacli einem Ideal. 

Wenn erne Zahl u in einem gegebenen Ideal a entlmlteu ist 

so sagen wir, daB « homjruent 0 ist nach don Modal a und schreiben 
dies, wie folgt: 

« = 0 (mod a). 

““'.rtrXlW S" . .. *» Sauptideal 

Wir uennen zwei gauze Zahlen des Korpers, a * «, nach einem 
Ideal n da Korpers als Modal einander ho,a,rood, iu Zeichen 


wenn 


co* ~ (o ("mod a), 


(0<m — 0) ^ 0 (mod a) 


wtief !;!r iv’ u -\“ 3 - eiue , B r is , <le8 Ideais a > -™ ^men ^e. 

wietlei das Beispiel ernes kubischen Korpers auf, - s0 komint die 
GlekhuZ " te He/ ' lehUng ZW ' SChen w * und “ a « f *»* Bestehen einer 

M* =01+ J\ + Q Ui + AV, 
mit rationalen gan/.en P, Q } ]( hinaus. 

stellen^nd ^ ^ Idealklas8 <* ‘estzu- 

der eindeutigen Zerlegbarkeit der Ideal ”• a 8 e tl11 den Beweis des Satzes von 
Hurwitz (Gott. NaclT ,895 1. n P ' lmi(,eale *“ ■■ehmen, ruhrt von 

einem Wege durch, der als eine Yerat „ ■ Hurwi , tz «*>rte diese Idee auf 
verfahrens zur Bestimmuno- des <rroBf ^ meineiun g des Ruklidischen Divisions- 
gesehen werden kann Xent “ r ^me.nsamen Tellers zweier Zahlen an- 

;ion ,ibe d f 

uieinen dioDhantiRphan . lLr ^ rva t )# und der allge- 

eUiptischc Zander behnfcIreiZgl" Para " ele * )i ‘' ede 


180 


V. Zur Theorie der Ideale. 


Man beweist mit Leichtigkeit die folgenden Satze, in denen unter 
ganzen Zablen und Idealen stets ganze Zahlen und Ideale des ge- 
gebenen Korpers zn verstehen sind und kleine griechische Buchstaben 
nur solche ganze Zablen, kleine deutscbe Bucbstaben nur solche 
Ideale bezeicbnen sollen: 

LIY. Jede ganze Zald ist sick selbst nach einern beliebigen Ideal 
ah Modul hongment. 

LIY. Wenn zivei ganze Zahlen dersdhen dritten ganzen Zald nach 
einern Ideal a als Modal longruent sind, so sind sie auch nntereinander 
mod a Icongruent. 

LY. Wenn 

a* = a, t* ~ r (mod a) 

ist, so folgt damns: 

G* + r* = G + r (mod a), 

G*r* = Gr (mod a). 

LY'. Wenn 

Geo* = Geo (mod a) 

and dabei das Hauptideal (g) za a teilerfremd ist, so ist auch 

or* = co (mod a). 

LYI. Wenn 

or* = co (mod a) 

und t cin Teilcr von a ist, so ist auch 


or* = co (mod t). 

LVr. Wenn 

co* = co (mod a), 
co* = go (mod b) 

ist and zagleich a, b teilerfremd sind, so ist anch 

co* = cj (mod ab). 

Wir denken uns ein Ideal a von der Norm N(ci) = N in der 
iiblicben Weise durch ein Gitter ®(n) dargestellt, welches selbst in 
dem Gitter ®(o') der samtlichen Zahlen des (bier wieder als kubiscb 
gedaebten) Korpers enthalten ist; es sei dabei ®(rt) auf ein Grund- 
parallelepiped 

o^x<i, o<:f<i, o^z<i ( 38 ) 

bezogen und a l X + cc 2 Y -f a z Z die diesem Gitter ®(a) entsprechende 
Basisform fur a. Sind dann 

G iy g 2 , . . ., Gy (39) 

diejenigen, der Anzabl nach N, ganzen Zablen des Korpers, fur welche 
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die zugehorigen Gitterpunkte in 05 (o) dem Bereiche des Grundparallel- 
epipeds (38) angehdren (vgl. §4), so liiBt sich zu einer jeden ganzen 
Zahl (o des Korpers eine Zahl 6 k unter jenen 1 39) eindeutig derart 
angeben, daB 

o) = a k (mod a) (40) 

wird. Es ist namlich offenbar dieses 0 K genau diejenige eindeutig 
bestimmte unter den Zahlen (39), fur welche der zugehorige Gitter- 
punkt dem der Zalil to entsprechenden fJitterpunkte in bezug auf das 
Gitter 05(a) homolog ist, d. h. aus diesem letzteren Gitterpunkte bei 
einer entsprechenden Translation des Gitters (4(a) in sich selbst 
hervorgeht; sind X — — P, Y = — (J, Z = — R die (ganzzahligen) 
Bestimmungsstucke der betreffenden Translation, so haben wir dabei: 

6 k = CO - Pk, — Qa 2 - ]iu 3 , 

woraus die Beziehung (40) folgt. Zugleich erhellt, daB es unter den 
Zahlen (39) selbst nicht zwei mod a einander kongruente geben kann. 
Wir gewinnen damit folgenden Satz: 

LVII. Xu eincm Ideal a von der Xorm X lussen sich stets X 
gauze Zahlen ini Korper derail angeben , dafi jede gauze Zahl des 
Korpers einer and nnr einer dicser X Zahlen mod a Jcongraent ist. 

JN Zahlen im Korper von dieser Art nennen wir ein vollstdndiges 
Hasten system modulo a. 

Aus einem vollstiindigen Restensystem mod a kann man beliebig 
viele andere solche Systeme ableiten, indem man die einzelnen Ele- 
mente des erstgegebenen lieliebig durch additive Hinzufiigung von 
irgend welchen Zahlen des Ideals a variiert. 

Hiermit haben wir fur die Norm eines Ideals eine neue Be- 
deutung gefunden: die Xorm eines Ideals ist mit der An zahl der 
Idem ante in einem voll standi gen Restensystem nach dem Ideal als 
Modal identisch. 


§ 14. Satze liber Normen von Idealen. 

Auf der zuletzt gewonnenen Bedeutung der Norm eines Ideals 
wird sich der Beweis des folgenden Satzes wesentlich griinden: 

kVIII. Die orm des ProduJdes zivcier Ideale a, b ist gleieh dem 
Prod aide der Xormen der einzelnen Faltoren: 

Nm (ab) = Nm a • Nm b. 

Wir werden beim Beweise dieses Satzes hier nach einander vier 
Fiille betrachten; deu vorliegenden Korper denken wir uns wieder der 
Einfachheit halber als einen kubischen. 
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ist *vr «• 

W 6 u„fi wi,- h.be. ,od„ m „, ch Jer uriprtaglicfen Definition d" 
Norm ernes Ideals (s. §4 Gleich. ( 5 )): der 

^ 2 (A? A) ft) = (Nmb ) 2 • A 2 (to,, oj 2 , ® s ), 

A 2 («ft, «ft, «A) = (Nm(«b)) 2 • A 2 (m 1; Oj, ® s ), 

miter ®i, « 2 , « 3 eine Basis des Korpers verstanden. Andererseits finden 
wn uni «ittelbar ; auf Grand yon Nm« = a a a': 

A ’0A> aft, aft) = (Nma ) 2 . A 2 (/3,, £,). 

Aus den drei Beziehungen zusammen ergibt sich nun, — wenn wir 

n°ch berucksichtigen, dafi die Norm eines Ideals als eine wesentlick 
positive GroBe emgefiihrt ist, — die Relation: 

Nm (ab) = Nm (a) • Nm b. 

2° Die beiden Faldoren a, b sind teilei fmnde. sonst beliebige Ideale 

Dann lassen sich eine ZabI « in a und eine Zahl fi in b derart an- 
geben, daB 

und also « + fi = l 

a = 0 , [1 = 1 (mod a), 

CC=1, fi = 0 (mod b) ( 41 ) 

wird. Durehlauft nun <J die Nmo Zahlen eines vollstiindigen Resten- 

systems mod a und r die Nmb Zahlen eines vollstiindigen Resten- 

systems mod b, so zeigen wir, dafi die Nm a • Nm b Verbindungen (a r) 
in den Werten 

fia + ax (42) 

genait ein vollstdndiges llestensystem mod ab ergeben. 

In der Tat: 1st o eine beliebige ganze Zahl im Korper, so haben 
wir mit eindeutig bestimmten unter den Zahlen a und r: 


« = o (mod a), cos x (mod b); ( 43 ) 

wegen (41) ist dann, unter Benutzung des Satzes LY, 

a s fia + ax (mod a), a = fia -f ax (mod b), 
also, da n, b teilerfremd sind, naeh dem Satze LVI', 

co s fia + ax (mod ab). 

Andereiseits gibt es unter den samtlichen Nm a • Nm b entstehenden 
Zahlen (42) keine zwei mod ab einander kongruente; denn die An- 
nahme einer Kongruenz 

O 
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@6* -f air* 2 = jiG -f (mod ab) 

fur irgend zwei jeuer Verbindungen, (tf, t), (<f*, r*), wttrde zunachst zu 

g* ^ g (mod a), r* == r (mod b) 

\ 4 * \ 

und damit sogleich zu 

G* = G, r* = r 

tiihren, so daB es sich hier garnicht um zwei verschiedene jeuer 
Verbindungen handeln konnte. 

Es bilden also auf diese Weise die Nmn-Nmb Zahlen (42) 
tatsachlich ein vollstandiges Restensystem mod (a b) und, da ein solches 
eben genau aus Nm(flb) Elementen besteben soil, so folgt notwendig: 

Nmi a b) = Nm a • Nm b, w. z. b. w. 


3°. a ibt ein Primideal, = p, b /n/eW einc Potenz desselben , = p ; . 
Nach dem Satze XLIII existiert zu p ein ganzzahliger rationaler 
Exponent g 1, so daB 

P 7 ~ 0 > (44) 

wil'd. Nun sei # eine solche Zabi in p 7 ” 1 , welcbe in p 7 niebt ent- 
balten ist; solche Zahlen muB es in p 7 “ 1 geben, denn ware jede 
Zahl von p 7_1 in p 7 enthalten, so ware p 7_1 durch p 7 teilbar, was 
durch den Satz LI1 hier ausgeschlossen ist. Fur das aus # hervor- 
gehende Hauptideal gilt nun: 

W = P-'-'c, 

wobei c ein bestimmtes zu p teilerfremdes Ideal sein wird, und zu- 
gleich hat man 

p'z-'c ~ (1). ( 45 ) 

Aus (44) und (45) folgt nun nach dem Satze XLVI' (S. 172): 

c~p, 

und es gibt sonach von Null verschiedene ganze Zahlen u v im 
K or per, so daB ‘ ' 

^ = V P (46) 

wird; dann ergibt sich weiter durch Multiplikation mit p': 

gcp' == i/p' +1 

und hieraus folgt unter Beriicksichtigung der in den Fiillen 1° und 2° 
bereits bewiesenen Tatsachen insbesondere, da c zu p prim ist: 


Nm (fi) • Nmc • Nm p' = Nm(» . Nmp'+b 
Andererseits ist wegen (46), mit Riicksicht auf den Fall 1°, 


(47) 
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Nm (ii) • Nm c = Nm (v) ■ Nmp; 
beriicksichtigen wir dies in ( 47 ), so folgt endlich: 

Nmp'+' = Nmp • Nmp', w. z. b. w. 

4°. a, b sind beliebige Ideale. Denken wir uns a in Primideale 
zerlegt, 

a = ViP'i • • • 

so folgt unter schrittweiser Anwendung der in den Fallen 2 ° und 3 ° 
bewiesenen Tatsachen: 

Nm a = (Nm p,> • (Nm p 2 > ... (Nm p 

Ziehen wir andererseits die entsprechende Darstellung fur Nm b und die- 

jenige fur Nm(ab) heran, so ergibt sich aus den drei Darstellungen 
zusammen unmittelbar: 

Nm (a 6 ) = Nma • Nm b. 

Nunmehr ist der Satz L\ III in voller AlJgemeinheit bewiesen. 
Auf ihn gestiitzt, werden wir jetzt den folgenden Satz beweisen: 

LIX. In jcdcr Idealldassc tines lcubischen Kbrpers von der Dis- 
hlminante J) gibt es burner mindestens cin Ideal , dessert Norm 

< s* | VJD I a usfedit, icobei oj die Konstante 2/9 oder 8/9 x bedeutet, 
je nachdem die Dislcriminante positiv oder negativ ist, 

Es sei namlich die zu betrachtende, ganz beliebig vorausgesetzte 
Idealklasse des Korpers durcli ein ihr angehoriges Ideal a reprasen- 
tiert. Wir ziehen dann aus der zu ihr reziproken Idealklasse ein be- 
liebiges Ideal c heran und konnen, wie dementsprechend in § 6 aus- 

gefiihrt wurde (S. 162 Form el (13)), in c eine Zahl y derart bestiinmen, 
daB die Ungleichung 


Nm y | < co Nm C • } I) 


(48) 


sich als erfullt erweist. Nun ist das Hauptideal (y) durch c teilbar 
(s. § 10); wir setzen demgemaB 


/ \ 


(?) = % c 


(49) 


und daraus folgt unter Anwendung des Satzes LVIII 


|Nm^ =Nm(y) = Nma 0 
dies ergibt, in (48) eingesetzt: 

Nm a 0 < co | ]/N |. 


Nm c ; 


Nun ist wegen (49) 


(50) 
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und andererseits war, wie c bestimmt wurde, 

a C ~ (1); 

folglich ist naeh dem Satze XLVI' 

n o ~ a ; 

e6 gehort sonach a 0 der gegebenen, (lurch das Ideal a reprasentierten 
Idealklasse an und erscheint daher durch die Ungleichung (50) der 
Satz LIX bewiesen. — 

Alle Methoden und Resultate dieses Kapitels lassen sich, wo wir 
sie nur auf kubische Korper bezogen haben, unschwer auf Korper 
beliebigen Grades iibertragen. Es lautet dann insbesondere die Ver- 
allgemeinerung des zuletzt bewiesenen Satzes LIX, wie folgt: 

LIX'. Hat tin algebraischer Zahlkbrper n-ten Grades die Diskri- 
minante I) und stud Hitter den n II urzehi der irreduziblen Gleichuug 
n-ten Grades , icclclier tine den Korper bestimmende Za/tl geniigt . tin 
ganzen s Paare konjugiert-komplcxer Wurzeln vorhanden , so la'fit sich 
in jedet Idealklasse des Korpcrs mtndestens cm IdeaI derart angebcn. 

dafi die Norm dessclben < (—)' . j yj) j a as fall t. 

Der Beweis dieses Satzes verlauft in alien Einzelheiten durchaus 
analog dem Beweise jenes LIX.*) 

*) In Betretf der allgemeinen diophantischen Approximationen, die beim 
Beweise des Satzes LIX' heranzuziehen sind, vgl. Geometric der Zahlen § 40, § 42. 
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Sechstes Kapitel. 

Annaherung komplexer Grohen dnrcli Zalilen des 
Korpers der dritten Oder der viertenEinheitswurzeln. 


§ 1. Zahlengitter in vier Dimensionen unci konvexe Korper in 

demselben. 


g AusdehiiiuiQ dci von uns fur die Ebene und fur den 
Kaum im zweiten und dritten Kapitel gebildeten Begriffe auf Mannig- 
faltigkeiten von vier reellen Variabeln werden wir in diesem Kapitel 
insbesondere Satze ableiten fiber die Annaherung komplexer GroBen 
1 ° durch die Zalilen, die im Rationalitatsbereiche der dritten, 2° durcli 

die Zahlen, die im Rationalitatsbereiche der vierten Einheitswurzeln 
liegen. 

Die Gesamtheit aller ganzzahligen Wertesysteme von vier reellen 
Variabeln x 19 x 2 , y x , y t nennen wir ein Zahlen (jitter in vier Dimen¬ 
sionen und jedes einzelne Wertesystem daraus einen Gitterpurikt in 
dem^ Zahlengitter. 

Es bedeute f{pc l9 x 2y y 19 y 2 ) irgend eine eindeutige Funktion der 
vier Argumente liierin, welclie die Bedingungen 


/*( 0 , 0 , 0 , 0 ) = 0 , 

f(*i> x SfVu Vt) > 0 fur (x 19 x 2 ,y 19 y 2 ) + (0, 0, 0, 0), 
ferner allgemein fiir positives t die Funktionalgleichung 

fi ix i, tx 2 , ty l , ty 2 ) = tf(x l7 x 29 y 19 y 2 ) 
und allgemein die Funktionalungleichung 

fi x i + x *f x 2 + **9 Vi + y x *, y 2 + a*) < f(* i ,x 29 y l9 y r *) 

+ ft**, x *, Vi* &*) 


(1) 

( 2 ) 

( 3 ) 

( 4 ) 


erfullt. Den Bereich K der samtlichen Wertesvsteme oder Punltc 
(x\, x 2y y x , y 2 ), welche die Ungleichung 


/'(a'i, x.,, ?/,, ?/„) <; 1 


( 5 ) 
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befriedigen. konnen wir dann als einen konvexen Korper (in via- Di¬ 
mensionen), mid zwar als einen soleben, der <leu Xullpunkt im inneren 
enthiilt, bezeichnen. 

Hat die Punk t ion /(./,, .r 2 , i/ l . ?/,) nocli die weitere Eigenscbaft, dab 

/ (— . — 'j\> , — //,. — //,) — f\ a\ ../ 2 , ?/, ,y 2 1 (!), 

ist, so besitzt der Korper A' im Xullpunkt einen Mittdpunll. 

Wir werden im folgenden es uur mit konvexen Kdrpern mit Mittel- 
punkt zu tun habeu. 

I nter dem Volumen des Korpers K versteheu wir das fiber den 
Bereich des Korpers zu erstreckende vierfache Integral 


* /4 4 


"7/,- 

Es gilt der folgende Satz: 

I.X. Ein lonvexer cic,dimensional,r Kinder mit Mittehmnld im 
Aullpunli torn Volnmen 2* - 16, enthiilt aufier semen, iVittelmnlie 
■fturner noch mnulextens einen weitemi Gitterjnmlt. 

Dieser Satz kann genau nach dem Muster der analogen. auf das 

'/.wei- und das dreulnnensionale flitter beziiglichen Satze bewiesen 

werden (vgl. Kap. II § o, S. 29, Kap. Ill S ■>, S. 00): zwar versa* 

lner dm geometnscbe Ansehauung, uichtsdestoweniger aber konnen 

sanitliche Begnffe und Prozesse, auf denen der geometrisebe Beweis 

in den zwei genannten Fallen beruhte, auch auf den Rau.n von vier 

D.mens.onen ubertragen werden, da sie alle aueb analvtisch in ,,-anz 
bestimmter Weise definiert waren. ° 

Es sei 71/ der kleinste Wert, den die Funktion /<>. . x v » \ 
lur gauzzahlige, mcht insgesamt verschwindende Werte * der’ Ar^u 
mente anzunehmen vermag. Wir nennen den Korper (5) kurzwe-r 
den Field,-orper und dann den Korper, welcher durch 

/ (*^1 ? u ’-2 y !fv Hi ) ^ •‘H 

definiert ist, den dem Eichkorper (5) zugehcirigen M-Korper. Dieser 
J /- Korper entlialt also auf der ihn begrenzenden Oberdache Gitter- 
punk e (und zwar oftenbar nnmer in Paaren, die den Xullpunkt als 
Mittelpunkt habem, im Inneren aber auBer dem Nullpunkt keinen 
eiteien Gitterpunkt. Sein Volumeu muB demnach infold des soeben 
ausgesprochenen Satzes < 16 sein und da dasselbe mit Riicksicht auf 

JSgScW g (3j 8iCh = ^ ^ «errStt dm 


M 


“ - *"£2, ^ is, £ z* z&gz 
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zeichcn gelten hum , wo der Korper ein von einer endlichen Arnold von 
Ebenen begrenztes Pohjeder vorstellt. Wir uberzeugen uns namlich 
leicht, analog, wie dies an den entsprechenden Stellen des zweiten 
und dritten Kapitels fiir die Ebene resp. den gewohnlichen Raum ge- 
scbehen ist, daB die Gesamtlieit von Kbrpern , icelclie dem M-Korper *) 
homolog und longruent um die einzelnen Gitterpunlde wit tauter ge- 
radzaldigcn x l9 x 27 y 19 y 2 als Mittelpunlde honstrinert icerden , den vier- 
dimensionalen Baum nirgends mchr als einfach , aber geivifi nur in 
solchen Fallen liickenlos zu crfullen vermag , wenn die Oberfladie des 
Eichhorpers aus Under Ebenenstiichen in endlicher Anzald besteht; hier- 
aus folgt dann leicbt die soeben ausgesprochene Behauptung. 


§ 2. Einfiihriuig des Imagniaren. 

Wir werden im folgenden Funktionen f(x 19 x 2 , y l9 y 2 ), resp. solchen 
zugeliorige Eichkorper (5) von ganz spezieller Art betrachten. 

Es bedeute it eine beliebig angenommene komplexe GroBe und 
setzen wir 

= x > Ih + 

dann wild dadurch eine eiu-eindeutige Beziehung zwischen dem Qua- 
drupel der reellen Variabeln x 19 x 27 y 19 y 2 und dem Paar der kom- 
plexen Variabeln x, g festgelegt imd es kann daher die oben be- 
tracbtete Funktion f der Variabeln x l9 x 2 , y l9 y 2 als eine reellwertige 


Funktion cp der Variabeln x , y aufgefaBt werden: 

f(*i> * 2 , Vi, Us) = <p 0 , y)- . ( 8 ) 

Zugleich mit (1), (2), (3), (4), ( 6 ) sind dann auch, wie leicht zu 
sehen, analoge Beziehungen fiir die Funktion cp(x, y) erfiillt, und zwar: 

9l0,0) = 0; (9) 

(f (x, y) > 0 fur (x 9 y) + ( 0 , 0 ); ( 10 ) 

(f {tx, ty ) = t(p(x 7 y ) fiir (reelles) £> 0; (11) 

(f (x + x% y + y*)<, (p{x, y) + (f (of*, y*); ( 12 ) 

9 (- ~y) = 9 (^ 9 )- ( 13 ) 


Die Funktion (p(x 9 y) miige nun weiter noch statt ( 11 ) und (13) 
die allgemeinere Eigenschaft baben, daB fiir jedes beliebige komplexe 
r = r, -f- #r 2 , wobei r 19 r 2 reell gedacht sind, 

*) Wir vermciden noch die Einfiihrung des Begriffs der M2 - Korper und 
sprechen demzufolge in der Auasage oben nur von den Gitterpunkten mit lauter 
geradzahligen Koordinaten. 
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(f ( T X, T if) — ' T • (f {Xj y 1 


(14) 


gelte. Dies bedeutet fur /’( x x , a\ 2 , y 1 , }i. 2 ) eine ganz bestinmite, Dei ge- 
gebenem If leicht anzugebende Funktionalgleickung: so lautet dieselbe 
fur # = /: 

/1 r t a'j — r 2 + Ty 2 , — r, //.>, ry, + t^i /,1 


= 1 VtV 


fur if = 


/ 


l + v - 3 
•> 


/’(r, a-j — r,x iy r.y(\ + ir l — r i \x i , r A //, — r, y,, r i y l + -- x,)y t \ 

= V T i 3 “ r, r, -f rj i • f\J \, .r 2 , // A , j/A 

Wir werden uns nun iiu folgenden nur auf die zwei soeben an- 
gefuhrten Falle if = i und if = j bescliranken und wollen demgeinaB 
weiterkin unter 0 - immer einen beliebigen dieser zwei Werte ver- 
steben. Sobald dann x XJ x 2 , »/ 2 ganz rational gedaclit werden, 

stellen uns x } y beliebige ganze Zahlen im Kbrper von i resp. von j 
vor. Wir werden aucb vom Gitter und von Gitterpunkten in x, y, 
statt von solelien in x\ , x 2 , y l} y., in wohlverstandenem Sinne sprechen. 

Fiir das Folgende wird es von Bedeutung sein, dafi die genannten 
zwei Zalilkbrper KM) und A( j ) auBer + 1 nock weitere Einlieiten 
enthalten; und zwar enthalt der erstere Kbrper im ganzen die vier 
Einheiten +1, ± t, der letztere ini ganzen die seeks Einkeiten + 1, 

±./> ±i 2 j es sind dies die samtlicken vierten, resp. die siimtlieken 
secksten Einkeitswurzeln. 


§ 3. Gitterpunkte auf einem 3/ Korper. 

Es sei ein konvexer 71/-Korper durck eine Ungleickung 

(p(x,y)<LM (15) 

gegeben, worin die Funktion <p(x,y) der komplexen Variabeln 

x = -i 4" II — i/j + die in § 2 angefiikrteu Eigensckaften 
kabe, und (j % =p, y = q) sei ein Gitterpunkt auf der Oberflacke dieses 
2I/-Kbrpers, also 

<P (P, q) = M. (16i 

\ / 

p, q sind dann notwendig teilerfremde Zaklen in /v(lf); denn katten 
beide einen von den Einkeiten des Korpers versekiedenen (reellen 
oder komplexen) Teiler t gemein, so wiiren aucli p’t, q/t ganze Zaklen 
in A (rf) und also wiirde der 71/- Kbrper wegen 
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h“t,r,vL°’ ,'h W'. IK im Innem, «* 

halten, was aber der Bedeutung eines solchen Korpers widersprecben 

'^ U J»l. pff ed f' tet nUU £ eine beliebl 'ge der vier resp. sechs Einheiten 
1 betleff enden zugrunde gelegten Zahlkdrper Kid-) (» = i bzw = i) 

(p,q) Weg6D ^ auch die iibrigen drei' bzw.’ 

liegen; aufler diesen kann kein weiterer Gitterpunkt von der Art Up J 
auf dem il/Korper liegen, denn es mfiBte dann, da p q teilerfremd 
sind^ r erne ganze Zahl sein, wegen (14) und (16) mfiBte andererseits 

EinbeirzelTt (“ivl JJ * - 

Enthalt die Oberflaehe des M- Korpers (15) auBer den bezeich- 
neten vier bzw. sechs noch weitere Gitterpunkte, so wollen wir den 

, 'J oip " ® 1Uen ,:i ^t«chen J/-Korper nennen (naeh Analogie der drei- 
fachen Stufen in Kap. Ill § 15). Es sei dann (r, s ) einef von jenen 
weiteien Gitterpunkten. Alsdann Jconnen wir fur den Betray der De- 
tcrmmante ps — qr = E mit Hilfe des Satzes LX sofort eine obere 
Greuze gewinnen- erne Tatsache, die uns bei einer weiter unten, in 

* 4 ™ d (°%enden Untersuchung nfitzliche Dienste leisten wird. 
Zunachst bestimmen wir namlich zwei ganze Zahlen p* q* in 

K(ft) derart. daB 7 

\ / * 

pq* — qp* = 1 


wird und transform ieren die Mannigfaltigkeit der y mittels der 
Orleichungen 

O 

X = pX + P*Y, 

>1 = q X + q* Y ( 17 ) 

in eine Mannigfaltigkeit der X, Y, wobei 

X = X. + dX 2 , F=F 1 +^F 1 

und X l} X 2 , Y lt Y 2 reell seien. Es wird dadurch das Zahlen<dtter 
der .r 2 , y u y 2 in das Zaklengitter der X u X„, Y u Y 2 fibergeffihrt 
und msbesondere gehen dabei die Punkte (x, y) = ip, q), (r, s) bzw. in 
die Punkte {X, Y) = (1,0), (q*r~p*s = I{, - qr +ps = S=E) fiber. 
Zugleich wird aus der Funktion (p(x, y) eine Funktion <Z>(X, Y) 
welche, wie leicht zu sehen, die zu (9), (10), (12), (14) analogen 
Eigenschaffcen vollstandig iibernimmt. 

Wir betrachten nun den durch die Ungleichung 


JR 


r) = IX-£Y + 





definierten Kbrper, welcher die Gitterpunkte (X, Y) = (1, 0), (R, S) 
in seiner Oberflaehe enthalt. Diesel* gleichfalls konvexe Kbrper ist 



I 
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in deni gegebenen M Korper (15) vollstiindig enthalten; denn full 
wir zwei neue koniplexe Variable durch 


ren 


X - 


R 


.... Y = S 

s 

ein, so geht die Bedingung (18) in 


Y 


r» 


s 


= H 


S' + l H <1 


(19) 


uber; da nun, mit Riicksieht auf (12) and (14), allgemein 


4><X, Y ) ■= Q(5 +BII, SH) < 0 1 3, 01 J- ([>(BII, SH) 

= 3\ 0( 1, 0) + Hi 01 n, .S') = (; *| + H ;) .1/ 

ist, so gehort hiernach jeder Punkt aus ( IS) aueh dem 4/-Korper i lfn 
an. Darnach ist offenbar der Bereich (18) selbst wieder ein il/-Kbrper. 
Bezeichnen wir nun mit J n das \ olumen dieses letzteren JW-Korpers 
so gilt fur dasselbe dem Satze LX, sowie der Bemerkung am Schlusse 
des § 1 zufolge mit Notwendigkeit die Ungleichung: 

J 0 < lti. 

Fur ^dieses J 0 erhalten wir, unter Einfuhrung neuer reeller Variabeln 
^ 2 > > ^2 durch die Gleichungen 

R 




I I, + $11 = 


Y 


zunachst: 


77 


J — .^n3^i , * V 2 I I I I I I in jtt 

° ^' S,, , H ,, H.) JJ, )J d ~ I rf H,, 

wobei sich das vierfache Integral fiber den Bereich (19) 
feetzen wir hierin ini Falle $ = i J 


erstreckt 


550 ergibt sich: 


^1 — ^ COS 69, jS*2 = t sill 69, 
H, = /* cos to* 17, = ** s i n 


, Ujj dSl d ~ 2 d H1 d H * = 4 * 2 /) <U </t* = 

(t> o, C>o' / + /* < 1 ) 

dagegen wird im Falle It = j wenn wir 


71‘ 

T 5 


'"l "2 **2 — ^ COS 69, ~ = t 


611169 




H, - Hj = t* cos to* V ; f H, = t* sin o* 
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rs usw. 


setzen: 


ffffix* dH i dI h = atdt* = 1 ? 


(^o, ?*>0, t+t*£ 1) 

Da sick weiter die Funktionaldeterminante wie durch 

Heranziehung der zu x, y , S, H konjugiert-komplexen GroBen leicht 
zu sehen ist, zu 

dfr, y) | 2 d(X, Y) 2 
! d ( X, T) ' d(S,H ) 

bereclmet, so erhalten wir hiernach schlieBlich: 


= | S 2 | = |£ 2 


J o-\\ E 


2 : 


im Falle ft = i, 


2r 


9 


I£| 2 im Falle ft = j. 


Hieraus ergeben sich mm mit Rucksicht auf J 0 < 16 die fol- 


genden Grenzen fiir E j 2 : 


E\- < o < 10 im Falle ft = i 

Tt " 7 

£ ! <”<8 im Falle 9 = j. 


( 20 ) 

( 21 ) 


§ 4. Genaue Ermittlnng der zulassigen Werte von E im Falle 
des Zahlkorpers K(i). Charakter vierfacher M- Korper. 

W ir wollen nun die moglichen Werte von E genauer bestimmen 
und dabei jeden der zwei Falle ft = i y j gesondert betracbten. 

Im Falle ft = i sind fur die Norm von E nach (20) vorderkand 
bocbstens nur die Werte 1 , 2, 3, . . ., 9 zulassig; von diesen sind 
aber bloB 1, 2, 4, 5, 8, 9 wirklich Normen gewisser ganzer Zaklen in 
K(i )*), und zwar bzw. der Zaklen e, a (l + i), 2e, e(2±i), 2s (1 + i), 
of, unter s bier wieder einen beliebigen der Werte ±1, ±i ver- 
standen. Da nun ein der Bedingung (14) geinaB eingerichteter kon- 
vexer Korper mit Mittelpunkt in O zugleick mit einem Punkte (B, S) 
jedesmal auch alle Punkte (sR, sS) enthalt, andererseits konjugiert- 
komplexe Zahlensysteme hier zu ganz analogen SckluBfolgerungen 
AnlaB geben, so geniigt es hier allein zu untersucken, ob und unter 

welcken Umstanden E = S die Werte 1, 1 + /, 2, 2 + i, 2 + 2?, 3 
annekmen kann. 

Wir verfolgen zuniickst die Annakme E = 3. Da B, S = E 


*) D. li. von der Form <$? + £’ mit ganzen rationalen 6',, 
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jedenfalls teilerfremd sein sollten, muBte li hier einer der Zahlen 
± ± h ± 1 ± i mod. 3 kongruent sein; denu diese acht Zahlen 

bilden mit 0 zusamraen in K(i) ein vollstandiges Restensjstem mod. 3 
und sind samtlich teilerfremd zu 3, welches in K(i') eine Primzahl 
ist. Folglich kdnnte eine ganze Zahl X so gewahlt werden, daB 


und in der Folge 

O 


K ^ ! 1 + / 


x — — <r 
A 6' ^ 


V* 


3 


v(x, i * < Vi + 1 < i 

s 


wurde. Alsdann aber wurde der betreffende Gitterpunkt (X, 1) im 

Inneren des M -Korpers (18) liegen und zugleich vom Nullpunkte 

verschieden sein, was nicht moglieh ist. Daher erscheint der Fall 
E = 3 hier ausgeschlossen. 

Wir wollen zweitens die Falle £ = 2 + 2/, 2 + / gemeinsam 
betrachten. 7? muBte im ersteren dieser Falle notwendig einer der 
Zahlen + 1, ± i mod. (2 + 2/), im anderen einer derselben Zahlen 
mod. (2 + i) kongruent sein. Daraus erselien wir, dafi sich in beiden 
fallen eine derartige gauze Zahl X angeben lieBe, daB 


X- 7l> 

A s 1 — 


1 


s 


wiirde; es wurde sodann fClr dieses X 


l) = -_ = j m p a |j e s = 2 + 2 /, 

= im Falle S = 2 + *, 

y o 7 

also beidemal 

nx, i) < i 

werden, was wiederum einen Widersprucli nach sich zdge. Die Falle 

~ L- 2t ’ 2+1 8md SOmit hier ebenf aUs ausgeschlossen 
Wir konnen nun ferner den Fall £ = 2 auf Grund eines Zu- 
ammenhanges nut dem Falle £=1 fur die spateren BetrachtunSn 
bese f'gen. h der Tat: fur S = 2 haben wir notwendig fl s f 0 der 

bJZt id" d"i d * w " <lies * m t ’* lle X dmrt 


X 


1< 

s 


1 

2 


und dam it 

VXX, 1) = 1 

wird; dann liegt also der betreffende Gitterpunkt (X, 1) auf der Ober 

1 k 7»' <>*). »»• .»ch d.„if i “Li?) 

owaki, diophant. Approxiuiationen. _ ^ ' 

1 O 
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und kann eo ipso ebenfalls nur auf der Oberflache dieses letzteren 
liegen, da dieser ja als Jf-Korper im Inneren den Nullpunkt als ein- 
zigen Gitterpunkt enthalt. Sind nun r* s* die x, y-Koordinaten des 
besagten Gitterpunktes (X, 1), und fassen wir an Stelle der Gitter- 
punkte (p, q) und (r, s) jetzt die Kombination (p, q) und (r* s *) ins 
Auge, so wii-d far diese letzteren zwei Gitterpunkte 



p, 

r* 

1 

j 1 , 

X 

\ Q, 

s* 

0 , 

1 




und demnach lafit sich im Falle E=ps — qr = 2 auf der Oberflache 
des M- Korpers (15) auch stets ein solcher Gitterpunkt (r* s*) er- 
mitteln, daB die zu E analoge Determinante E* = ps* — qr* = 1 ist. 

Hiernach genugt es, bloB die Falle E = 1, 1 + i weiter zu unter- 
sucben. 

Es sei zunachst E = ps — qr = 1. Wir transformieren das Zahlen- 
gitter der x, y jetzt durch die Substitution 


x = pX -j- rY y 
y = qX + sY 



in ein Zahlengitter der X, Y, wobei die Punkte (x, y) = (j), q), (r, s) 
bzw. in die Punkte (X, Y) = (1, 0), (0, 1) iibergehen. Zugleich gelit 
die Funktion cp ( x, y) in eine Funktion von X, Y uber, die wir wieder- 
um mit <£(X, I 7 ) bezeichnen wollen. Dabei wollen wir den A/-Korper 
(15) der Einfachheit balber als Eichkorper, also M = 1 annehmenf 
dieser Korper ist alsdann im X, Y -Gitter durch die Ungleichung 

&(X,Y)£ 1 (24) 

definiert und es ist dabei zugleich einerseits 

*0,0)-1, 0>(0, 1) = 1, (25) 

andererseits fiir jedes beliebige ganzzahlige, von (0, 0) verschiedene 
Wertesystem (G, H ) stets 

<J>(G,H)> 1. (26) 


Die unendlich vielen Ungleichungen (26) lassen sick nun , wie wir 
zeigen werden, mit Biicksicht auf das Bestehen der zwei Gleichungen 
(25) durch eine endliche Anzald gewisser unter ilmen, und zwar durch 
diese zivolf: 

0>(e, 1) ^ 1, 0( f , 1 + 0 ^ 1, tf(£(l 4- i), 1) £ 1, (? 7 ) 

= ± 1 ; ± 0 , 

vollig ersetzen, so daft aus (25) und (27) bcreits alle Ungleichungen (26) 
folgen. 
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In der Tat: Durch (25) und (27) sind zunachst alle diejenigen 
der Ungleichungen (26) gewahrleistet, in welchen G , H beide dem Be- 
trage nach < 2 sind. Angenommen nun, es liigen weiter zwei ganze 
Zahlen G, H (+0,0) vor, so daB entgegen (26) 


(1>{G, II) < 1 


(28) 


ware; dabei kbnnen wir G, II als teilerfremd und obne wesentliche 
Beschr'ankung etwa \H\> G | voraussetzen; dann haben wir jedeu- 
falls |i/|>2 anzunehmen. Wir setzen 


G 


11 


1 - T, + / r 2 , 


zwei 


ganze 


(29) 


so daB J \, T. z reell sind, und kbnnen dann zu T l9 T, 
rationale Zahlen X lf X 2 bestimmen, so daB 

I *1 - 2 \\< b I a 2 - y; | <: i, 

also fur X = X i + i X 2 sicher 

T/2 

wird. Hernach stellen wir fiir den Funktionswert &(X, 1) die Un 
gleichung 

^ljp(x-|,o) + 0g,l 

= *( 1 , 0 ) + ^ 0(G,H) 

aul und aus dieser folgt dann wegen (25) und (28) weiter: 


*(X, 1)< X 


- + 1 
H ' H 


(30) 


Hier wird nun die 
dann < 1 sein, sobald 

oder also 


rechte Seite mit Riicksicht auf (29) sicher 


^! <1 pi 


,^; 2 >(2+-|/2) 2 

ausfallt, also gewiB, wenn \B\ 2 >12 ist, und unter dieser letzteren 
Annahme folgt also fur den bewuBten Wert X stets 

<HX, i) < l. 

Nehmen wir hingegen an, so genugt es hier fur uns 

(mdera wir noch G, H durch eG,tH mit entsprechend gewahlter 

«“.'Wi,,™ awi “"» i ™ r * 


13 * 
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1, 1+t, 2, 2±i, 2(1 + i) t 3, (l+i)(2±i); 

i? = 1 und H= 1 + 1 sind hier aber durch die Voraussetzuno- \H\> 2 

ausgeschlossen. Fiir H=2,2± i, 2(1 + i), 3 lSBt sich, wfe am An- 

tang dieses Paragraphen gezeigt wurde, jedesmal eine gauze Zakl X 
derart bestimmen, daB 

und in der Folge, nacli (30), 

*(X, 1 ) < 1 


wird. Das Namliche trifft auch scblieBlich im Falle H= (1 -\-i)(2 + i ) 
zu, wie eine Uberlegung zeigt, die der in den Fallen H = 2 ± i 
2 (l + 0 angewandten (S. 193) vollstiindig entsprieht, indem kier G 
als teilerfrenid zu H nur einer der vier Zalilen + 1, + / mo d. H kon- 
gruent sein kann. 

So werden wir bei jedem der fraglichen Werte des H in (28) 
auf eine Ungleichung 

*(X,1)<1 (31) 


gefuhrt, worin X jedesmal 
der Ungleichung 


eine bestimmte ganze Zahl vorstellt, welche 



und in der Folge der Ungleichung 


G 


X ^ x-~ + 



geniigt, also jedenfalls mit einer der Zahlen 0, e y £ (1 i) zusammen- 
fallt; eo ipso steht aber eine jede solche Ungleichung (31) im Wider- 
spruch mit einer der als erfullt angenommenen Beziehungen (25), (27) 
und hiermit erweist sich die Unzulassigkeit der Annahme (28), folgt 
also die Richtigkeit der auf S. 194 ausgesprochenen Behauptimg. — 
Es sei nun zweitens E = ps — qr — 1 -j- /. Wir bemerken zu- 
vorderst, daB hier fiir p, q und ebenso fiir r, s, je als Paare teiler- 
fremder Zahlen, modulo 1 + i offenbar nur die Kestensysteme 1,0; 
0,1; 1,1 in Frage kommen und also mit Kucksicht auf 


notwendig 

somit 


ps — qr zee 0 (mod. 1 -f- /) 
p e= r, q = s (mod. 1 + /), 


sein muB. 


p -\- r = 0 f q -f- s = 0 (mod. 1 -j- /) 
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Wir fiihren in diesem Falle wiederum neue Variabeln X, Y ge- 
maB den Transformationsgleichungen (23) ein, wobei die Punkte 
( x > y) = (P> <l), (>', S) bzw. in die Punkte (X, Y) = (1, 0), (0, 1) iiber- 
gehen. Einem Gitterpunkte in X, Y entspricht dann stets ein Gitter- 
punkt in x, y; doch ist, wegen 


X=- 


sx — ry 


1 + •’ 


y = 


qx+py 

1 + i ' 


das Umgekehrte hier nicht immer der Fall: den Gitterpunkten in x, y 
warden diesmal nicht blofi Gitterpunkte in X, Y f sondern turn Tail 
ouch Punkte (X, Y) niit gebrochenen Koordinaten von der Form 

YY = + i), icorin £7, Vgame Zahlen sind, entsprcchen; 

(abei werden U, V beide eee 1 ( mod. 1 -f /) sein rniissen, denn von den 
sonstigen Moglichkeiten kommt diejenige £7 = 0, F = 0 (mod. 1 -f i) 
lur gebrocbene X, Y nicht in Betrackt und die Eventualitaten U~ 1 

F= 0 (mod. 1 + i) und £7-0, V= 1 (mod. 1 + i) sind ebenfalls auszu- 
schlieBen, da bei der ersteren derselben aus (2;>) 


" = i +i’ 9=i + f ( mod - 1), 


bei der anderen 


* = y 


rqpr ( mod -1) 


folgen wurde, also im ersteren Falle p, q, im zweiten r, s den c, e - 

memsamen Teller 1+i baben muBten, was beides sicher nicht der 

hall ist. Umgekehrt entspricht jedem Wertepaare X = £7/(1 + i) 

==F/(1 + ?), worm £7, V beide ganzzahlig und =1 (mod. 1 + i) 
sind, in ° ' ' 

x=P U -+ rV „ __ <lU+sV 
1 + * ’ J l -f t 

ein ganzzahliges Wertepaar *, y, indem hierbei dem auf der vori-en 
heite uber p, q, r, s Gesagten zufolge stets 

pU + rV = p + r = 0 (mod. 1 + i\ 
qU + sV=q + s = 0 (mod. 1 + i) 

sein wird. So zeigt es sich, dab wir, urn das Gitter in z, y zu erhalten, zu 
deni Gitter in X, Y noch samtlicbe Punkte (x + _i_ Y+ 1 \ 

. r v. \ “if ,•) 1 T 14T-I nut 

beliebigen ganzzahligen X, Y hinzimehmen mussem 

m Falle E ' = 1 + i i S t also, wenn wir den vorliegenden If-Kbroer 
wieder wie m (24) darstellen, einerseits ° P 

®0,0) = 1, ®(0,1) = 1, (32) 

andem-se.ts fur jedes ganzzablige, von (0, 0) verschiedene Wertepaar 


(33) 
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0(G, H) ^ 1 

und zudern fiir jedes beliebige ganzzahlige Wertepaar ( G, H) 

^ + r+r > h + r+7) = ( 34 ) 

Es lassen sick nunmehr die unendlich vielen Ungleichutigen (33) ; (34) 
mit Rucksicht auf das Bestehen der zwei Gleichungen (32) bereits durch 
die vier folgenden unter ihnen: 

®(r+r> r+r) = 1 > ( s =± 1 >± i ) 

oder , was dasselbe ist, durch die vier Ungleichungen: 

<!>(*, 1) ^ ]/2 (35) 

vollig ersetzen. 

In der Tat: Zunachst folgt aus den Ungleichungen (35) im Hin- 
blick auf die Regeln (12) und (14): 

®(«(1 + i), 1) + 0(0, i) ^ 0(s(l + i), 1 + /) = 1/2 0(s, 1) ]> 2, 

also mit Rucksicht auf (32): 

0(6(1 +*), 1) ^ 1; (36) 

ganz entsprechend stellt sich 

0(e, 1 + 0^1 (37) 

heraus; aus den acht Ungleichungen (36), (37), den vier Ungleichungen 
(35) und den zwei Gleichungen (32) folgt aber zunachst schon, wie 
bei Untersuchung des Falles E= 1 dargetan wurde, die Gesamtheit 
der Ungleichungen (33). 

Was sodann noch die Ungleichungen (34) betrifft, so sei, ent- 
gegen unserer Behauptung, wiihrend (32) und (35) statthaben, fiir 
irgend zwei ganze Zahlen G, H 


oder, indem 
gesetzt wird: 


a, ( e + ri," fl +rh)< 1 ’ 

{\ + i)G + i = u, (i + i)fi-+i-r 

0(U,V)<Y2. 


(38) 

(39) 

(40) 


Wir konnen dabei ohne wesentliche Beschrankung \ TJ\<L\V\ an- 
nehmen; ferner diirfen wir voraussetzen, da6 U mit V weder identisch 
noch assoziiert ist, indem im Gegenfalle aus (40) eine Ungleichung 

*(«,i)<J^, 
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ini Widerspruch mit (35), folgen wtirde. Es ist nunmehr notwendig 
| V anzunebmen. Wir bestimmen jetzt eine Einlieit e in K(i) 

derart, daB in 

U u ..... 




sicb 


n ^ tc 

4 = a < , 


erweist; alsdann wird wegen [> r =j= 0 gewiB 


tK < 1 


(41) 


sein (s. Fig. 72 S. 206). Hieraiif stellen wir fiir den Funktionswert 
<P(e, 1) die Ungleichung 

4>(e, 1)^ - y, 0) + <P(' V , l) 

= «--? < 5 ( 1 , 0 )+ 0 U, V) 

her, woraus dann naeb (32) und (40) weiter 


4>(e, !)<)/: 


*(- 


folgt. 


1/2 


Hier wird nun der Klamnierausdruck rechts mit Riicksicht auf 
(41) sicher dann < 1 sein, wenn V 3 ;> 12 ist (vgl. oben (29), (30) 
und den anschlieBenden Text), und es folgt sodann 

*(«, 1X1/2, 

im Widerspruch mit (35). Ist dagegen | V\ 2 £ 11, so kann V, da es 
nach (39) nicht durch 1 + / teilbar ist, nur mit einem der Werte 
2 ± i, 3 identisch oder assoziiert sein und braucben wir hiervon nur 
die Falle V = 2 ± i und V = 3 selbst zu diskutieren, indem wir uns 
gegebenenfalls eine Multiplikation der Zalilen U, V mit einer und 
derselben Einheit vorbehalten. 

Im Falle F=3 nun miiBte U = e oder =«(2±t) sein; dann 
ware also 


bzw. 


S- U = 1 _ 1 

I F 1 T 


6-— = 1 _ 2 ± = V* 

y i 3 3 
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und in der Folge wiirde sich 


0(s, 1 ) < < J/2 

herausstellen. 

In den Fallen V=2±i dagegen ware U wegen U\<\V\ 
notwendrg entweder = £ oder = ± si (2 + i), worin « ifgend eine Ein- 
Jieit in K(i) bedeutet; bei der ersteren Annahme wiirde 


bei der zweiten 



und daher beidemal 

#0, 1) < ^ < J/2 

folgen. 

So wiirde also die Annahme (40) in jedem Falle zu einer Un 
gleicbung 

1 ) < |/2 


fiihren; eine solche stebt aber ira Widersprucb mit der Ungleichung 
(35) und hiermit ist die Unzulassigkeit der Annahme (40), also die 
llichtigkeit der auf S. 198 ausgesprochenen Bebauptung bewiesen. 


§ 5. Satz iiber zwei binare liiieare Formeu mit komplexen 

Variabeln fiir (len Zablkorper K(i). 

Wir wollen nun zunachst die wesentlichste Anwendung der bier 
fiir den Fall & = i gemachten Ausfuhrungen entwickelu und erst 
in der Folge die abweichenden Umstande fur den Fall & =j in Be- 
tracht ziehen. 

Es seien 

i + Py, 

V = fix + yy 

zwei lineare Formen in den komplexen Variabeln x, y , mit beliebigen 
komplexen Koeflizienten «, ft, y, d und nicht verscbwindender Deter¬ 
minant e 

A = a d — ft y. 

In ibre reellen und imaginaren Bestandteile zerlegt, seien 
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x = x x + ix if y = y x + iy i} 

I = Si + *£g, >< = Vi + iVr 

Wir betrachten den Bereich der saiutlichen Wertesysteme (x, y), welche 
die beiden Ungleichungen 

»/! < 1 (42) 

zugleich erfu lien; wir konnen diese zwei Bedingungen auch in die 
einzige folgende: 

<7 (*, y) = max(j 6 i, | ?/1) ^ 1 (43) 

zusammenfassen und es ist leicht zu bestatigen, dab die biermit ein- 
gefuhrte Funktion cp(x, y) den Bedingungen (9), (10), (12), (14) ge- 
niigt und sonach (43), d. i. (42), einen konvexen Korper mit Mittel- 
punkt im Nullpunkt darstellt. Dieser Korper hat das Volumen 



y l t y t ) 



wobei das vierfache Integral iiber den Bereich 


+ V+v, 2 <i 


*1 


zu erstrecken und also gleich tc 2 ist; weiter haben wir, wenn die zu 

x > r h & konjugiert-komplexen GroBen bzw. mit x\ ?/, W A' 
bezeichnet werden: ; 


( l( x i i ffn Vi) 


^(1, 1J, 7]') 

jAifei _i 

d yi 1 2/-> d'(*, y, a:', y') 


und hieraus berechnet sich, indem der erste Quotient rechts otfenbar 
= 1 ist, unmittelbar 


d(X i, _ 1 1 

_ AA' [a I*’ 

auf diese Weise ergibt sich 

7- ** 

J ~ TaT* ‘ 

0 f 

Denken wir uns nun den jJf-Korper, der durch entsprechende Dila- 

tation des Korpers (42) rom Nullpunkte aus entsteht, gegeben durch 
die Ungleichungen 

so ist das Volumen desselben 


M*J = 


31*71* 


A * > 


144) 
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und da nach dem Satze LX und dem bei (7) gemachten Zusatze 

dieses Yolumen im vorliegenden Falle notwendig < 16 sein mufi 
so folgt: 




M<±y\K 

yn 



Beachten wir dabei die Bedeutung von M, so ist mit (45) der fol- 
gende Satz gewonnen: 

LXI. Zu zivei hnearen Formen £, in zivei Icomplexen Variabeln 
mit bcliebigen komplexen Koeffizienten und nicht verschwindentin' Deter¬ 
minant e A lassen sick fur die Variabeln immer zivei ganze Zalilen des 
Korpers von ~i, die nicht beide verschwinden, derart angeben, daft fur 
dicse Zalilen 

\i\<±m, I V I < 4r V \Aj (46) 

y Tt y it 

ivird. 


§ 6 . Genaue Bestimmuiig (les Miuimums von zwei binaren linearen 
Formen mit komplexen Variabeln im Falle von K(i). 

Die Ungleichheitszeicken in (46) beweisen, daB der kleinste unter 
den Werten, welclie von der Funktion max( g|,|gy|) fur ganzzablige 
im Korper K(i) gelegene, von 0, 0 verschiedene x, y angenomnien 

werden, wohl stets <-^-]/'A| ist, aber diese obere Schranke niemals 

yn 

erreicht. Wir stellen uns nunmehr die Aufgabe, fur dieses Minimum 
M von max (£,'?;) die priizise, nur von A abhiingige obere Grenze 

aufzufinden, d. b. den groBtmoglichen Wert von —M=r bei beliebig 

V\A\ 

variierenden Koeffizienten a, ft, y, d zu ermitteln, natiirlich zugleich 
auch die Existenz eines solcben groBten Wertes darzutun. 

Multiplizieren wir alle Koeffizienten in mit einer willkiir- 
lichen positiven Konstante t, wodurch gleicbzeitig 31 in M* = t3I, 

indem 


M 


M 

__ • 

"1 T 7 


A in A* = t~ A iibergeht, dann bleibt offenbar_ 

V A* I V\A, 

wir nun t = 1/31 annehmen und zugleich fiir tec, tft, ty, td wieder 
bzw. a, ft, y , d, fiir A* wieder A schreiben, sehen wir, daB unsere 
Aufgabe darauf zuriickgeht, das Maximum von 1/ A oder das Mini¬ 
mum von A bei beliebig variierenden ec, ft, y, d zu bestimmen , ivdli- 
rend gleicbzeitig vorgeschrieben ivird, daft der Korper (42) aufter dem 
Nullpunhte Iceinen iveiteren Gitterpunlt in scinem Innercn , ivoJd aber 
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Gitterpunkte auf der Begrenzuny enthiilt. Beachten wir noch die Be- 
ziehung (44), so konnen wir das nlimliche Problem noch dahin for- 
mulieren, miter Festhaltung des (Utters in x, g sei das Volumen des 
Eichkorpers (42) zu tinem Maximum zu machen, udltrend dieser Kiirper 
ein 31-Kiirper bleibcn soil. 

Es ist nun zuniichst leiclit einzusehen, daB die Begrenzuny eines 
derartigen maxi malm 31-Korpers (42) soicohl Gitterpunkte enthalten 
■mufi, hci denen ii* — 1, i, < 1 ist, trie (inch solche, bei denen £ < 1, 
= 1 ist. Enthielte namlieh die Begrenzung eines solchen Korpers 
keinen Gitterpunkt, wofiir ||; < 1, i t , = 1 ware, befanden sicli also 
nlle Gitterpunkte, die auf der Begrenzung des Korpers liegen, spezieli 
auf der Flac-he £ j = 1, so wtirde der Bereich 

'<£' (47) 

auch noch fur Werte des /, die > 1 sind, bis zu einer gewissen 
Grenze bin einen il/- Kbrper vorstellen; das Volumen dieses sich m it t 
kontinuierlich andernden 31- Korpers (47) wiirde aber gegenuber deni 
Volumen des 31- Korpers (42) bestiindig mit / zunehmen und danach 
der Kiirper (42) noch kein maximaler 31- Kbrper sein. Ganz eut- 
sprecheud zeigt man, daB ein maximaler 4/ Kbrper (42) auch Gitter¬ 
punkte aufweisen muB, fur die i; =1, ; < 1 ist, Ein maximaler 

M- Kiirper der gesuchten Art wird darnach jedenfalls ein vierfacher 
M- Kbrper sein mlisseu. 

Wir setzen nunmehr voraus, daB auf der Oberfliiche des il/-Kbr- 
pers (42) zwei Gitterpunkte (x } //) = (p, r/i, (r,s) vorlianden seien, fur 
deren ersteren 


J i = i, u; < i 

(48) 

und fiir deren letzteren 

II 

rH 

V 

(49) 

ist. Durch die Transformation 


x = p X -j- r } ', 

y-qX + sY 

(50) 

mogen die Formen £, ? / bzw. in Ausdriicke 


S=X(X + 9 Y), 

H = y (a X -j- I r ) 

(51) 


ubergehen und wird sodaun der Kiirper (42) in den Koordinaten X, I 

_/!• TT 1 • i V J * 


durch die Ungleichungen 


3\<l, \H £1 (52) 

defimert, wiihrend die genannten zwei Gitterpunkte auf der Oberfliiche 
desselben die Bestimmungsstucke A” = 1, F=0 bzw. X = 0, Y—l 
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Relationen Ffir dieS6 Punkte gelte:Q dann " emSB (48), (49) die 

bzw. W- 1 ' l"l< 1 

<1, IHI-1 


und aus diesen Relationen ergeben sich unmittelbar fur die Koeffi- 
zienten in (51) die Bedingungen: 

Ul = 1 , = i cl<l, |tfj<l. (53) 

Die Determinante ps - qr fur die besagten zwei Gitterpunkte 
konnte nun nacb § 4 nur einen der Werte e, e(l+i), 2 s haben, unter 
f erne der Einheiten ±1, ±i verstanden. Die Werte 2* kommen 
hierbei jedoch mcht in Betracht; denn aus ps - qr = 2 s wurde hier 
nacJi den Ausfiihrungen in § 4 bei Gleich. (22), folgen, daB auf der 
blache X\ + | Y\ = 1 noch ein Gitterpunkt (x = r* y = s*) existiert, 
welcher mit dem Punkte (p, q) eine Determinante = s liefert und fur 
welchen daher | Y\ = hernach |X| = |, also \3\< 1, \H\<1 
wird, was der Bedeutung von (52) als M -Korper widersprechen wurde. 
Darnach kann gegenwartig ps — qr nur mit einem der Werte s, s(l + i) 
zusammenfallen und wir durfen, in dem wir uns r, s bzw. durch r/s, 
s/s ersetzt denken, direkt ps — qr = 1 bzw. = 1 -)- e annehmen; diese 
zwei Falle werden wir nun nacheinander zu untersuchen haben. 

Bs sei zunachst ps — qr — 1. Durch Bildung der Determinante 
von (51) erhalten wir 


Xp(l — qo) = A(ps — qr), 

also im vorliegenden Falle, unter Berucksichtigung von (53), 

A] = |1 — po|. (54) 

Unsere Aufgabe laBt sich nunmehr dahin formulieren, die kom- 
plexcn Grofien p, a mit Betragen < 1 seien so zu bestimmen , dafi 
11 q 6 zu einem Minimum wird , ivdhrend gleichzeitig der Korper 

\X + qY\£1, \<>X + Y\£1 (55) 

im Inner en anfier dem Nullpunkte heinen weiteren Gitterpunkt 
c nth alt. 

Diese letztere Bedingung ist nun nach § 4 (S. 194) hier vollig 
dadurch zu charakterisieren, daB die 12 Ungleich unveil 

' o o 

*+ 41 ) ^ 1 - ( 56 ) 

max (|t + p(l + 0!, 6 + 1 |-‘ ') ^ 1, (57) 


max (| s -f p 
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m 


ax ( e(\ + 0 + (j!, tf(l + /') + j- ) ^ 1, 


(08 ) 


( f = ± 1, 


0 


erfiillt sind. Hierbei kunuen wir nocli, — indem wir uns notigen- 
falls Y und gleichzeitig damit auch // in geeignete der dazu asso- 
ziierten GroBen verandert denken, — von vornherein annehmen, daB 


9 = Pi ± P, ^ p 2 ^ 0 

(mit reellen p 2 ) ist, und da iiberdies eine eventuelle Vertauschun^ 

von / mit — / den Betrag von 1 — or, und die Gesamtheit der Be- 
dingungsungleichimgen (50 ), (57), (58) nicht iinderu wiirde, so kdnnen 
wir weiter nocli die Annahme 

9 = Pi ~ p, ^ p- 0 

maclien. ScblieBlicli wollen wir noch von dem Werte o = 0, welcher 
bei beliebigem a die Ungleicliungen (5(3), (57), (58) oline weiteres 
iminer erfiillt und A = 1 liefert, vorerst absehen, und zwar mit 
Kucksicht auf den Uinstand, den wir schon liier vorweg erwalinen, 
daB das gesuciite Minimum von A' sicli < 1 erweisen wird. 

Wir baben nun die Aufgabe, die Ungleicliungen (56), (57), (58) 
ubersichtlich weiter zu verarbeiten: diese Aufgabe ist keineswegs 
muhelos, biBt sicli aber docb in durchaus befriedigender Weise durcb- 
fiibren, indem die bekaunte geometrische Darstellung der komplexen 
GroBen in der Ebene berangezogen wird, wobei unter Zugrundelegung 
recbtwinkliger Koordinaten a, b ein Punkt (a, b) als Repriisentant der 
komplexen Zalil a + bi gilt, Zuniichst werden dann die Bedingung 
19! < 1 im d die uber q gemaclite Annahme 

9 = Pi ~ *9* 4 s 0, f) ] (j., 0 (59) 

damit gleichbedeutend, daB der der Zalil p entsprechende Punkt oder, 
wie wir kurz sagen wollen, dor 
Punkt p sich (Fig. 71) nur in dem 
letzten Oktanten A. OB des uni den 
Nullpunkt 0 als Mittelpunkt mit 
dem Radius 1 bescbriebenen Krei- 
ses, und zwar mit AusschluB des 
Bogens BA und des Xullpunktes ‘ 

0, bewegen kann. 

Fs ist alsdann weiter fest- 
zustellen, in welchem Bereiche die 
GrdBe a je nach dem Orte des p 
verweilen darf, damit die Unglei- 
chungeu (56), (57), (58) siimtlich 
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erfullt sind. Diese letzteren Ungleichungen lassen sich nun folgender- 
mafien aussprechen: so oft fur irgend welches der Wertepaare” 

(X, Y) = (f, 1), («, 1 -f i) } (f(l -f t ) i i) 

sich |X + p F| < 1 herausstellt, soli fur dieses selbe Wertepaar (X. Y) 
gleichzeitig |oX + Y | ^> 1 gelten. Der Vordersatz in dieser Bedinguug 
kommt also jedesmal auf das Bestehen einer der zwolf Ungleichungen 


> + P 1 < 1, 


1 + *' 


•it' < 


V 2 


y 


(60) 

(61) 


!*(! + *) + q\< 1 (62) 

hinaus und bedeutet sonach, daB der Punkt p ini Inneren eines der 
Kreise: um — s als Zentrum vom Radius 1, um — s/(l + {) als Zen- 

trum vom Radius l/]/2, um — s(l -f i) als Zentrum vom Radius 1, 
sich befindet. 

A on den vier unter (60) fallenden Ungleichungen sind nun die- 
jenigen 

j 1 “f" P | < 1 , | — « + (> | < 1 


bier von vornherein ausgeschlossen, da sie der GroBe p solche Bereiche 
zuweisen, welche mit dem Bereiche A OB , in dem sich p nach der 
Voraussetzung (59) befinden soil, keinen Punkt gemein haben (Fig. 72). 
Was ferner die Ungleichung 


I ~ 1 + Q | < 1 (63) 

betrifft, so laBt dieselbe fur p offenbar den Bereich A OB (von 0 ab- 

gesehen) vollstandig in Geltung; gleich¬ 
zeitig mit (63) soli nun nach (56) 

(64) 

sein, also a auBerhalb oder auf der Peri¬ 
pherie des Kreises um 1 vom Radius 1 
und folglich in dem nicht innerhalb dieses 
Kreises befindlichen Teile NON'PN 
des Einheitskreises, mit AusschluB des 
Bogens N'PN, liegen (Fig. 72). End- 

lich ist die Ungleichung 

| i + p | < 1 

dann erfullt, wenn p deni Bereiche OBC 
angehort, den der Kreis um — i vom Radius 1 mit dem Oktanten 
A OB gemein hat, wobei noch die Bogen CO, BC auszuschlieBen 
sind; fallt p in diesen Bereich, dann wird gleichzeitig a vermoge 

\a-i 1^1 (65) 
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auf denjenigen Teil TOSRT des Einheitskreises, mit AusschluB des 
Bogens SRT y verwiesen, welclier nicht inuerhalb des Kreises um ? 
vom Radius 1 liegt (Fig. 72). 

Von den vier Ungleiehungen (61) (Fig. 73) konnen wiederum 
zwei, namlich 



bei der scbon vorausgesetzten Lage des p uberhaupt nicht statthaben. 
Dagegen triff't die Ungleicbung 



im ganzen Bereiche A OR der GroBe q (von 0 und A abgeseben) 
zu und muB sich daher a gleicbzeitig immer der Bedingung 

j<J-(l+t)!^l (66) 

unterwerfen, also notwendig in demjenigen Teile AD'QPBBA des 
Einheitskieises, mit AusschluB des Bogens QPPJBA y verweilen, welclier 
nicht innerhalb des Kreises um 1 + i vom Radius 1 liegt. Im Falle 
des Bestehens von 





schlieBlich wird p auf das Segment ODAO, das dem Einheitskreise und 
clem Kreise um vom Radius ~ gemeinsam ist, mit AusschluB 
des Bogens ODA , verwiesen und alsdann muB 6 we^en 

O 


1 « - (1 - *) \ > 1 (67) 

in dem Teile RDAQPR des Einheitskreises, welcher nicht innerhalb 

d . e ® Reises um 1 ~ *' vom Radius 1 liegt, mit AusschluB des Bogens 
A(JPP } verweilen. 
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Yon deu vier Ungleichungen (62) endlich (Fig. 74) konnen drei, 
und zwar 


* i + (>|<1, 1 — i + p|<l, jl+i + p <1, 

bei der fur q vorausgesetzten Lage fiberhaupt nicht stafcthaben; durch 
die ubrige Ungleichung jedoch, 

! — i +* + (>!< l, 

wird der Bereich des p auf die Figur ADEBA , die dem Oktanten 
A OB und dem Kreise um 1 — i vom Radius 1 gemeinsam ist, mit 




Fig. 75. 


AusschluB der Bogen ADE f BA eingeschrankt, 6 dagegen gleich- 
zeitig infolge 


|(1 + i)6 — i I ^ 1 oder 


a — 


i-M 


>-4 

i ~ f/2 


( 68 ) 


auf denjenigen Teil AD OQPBBA des Einheitskreises verwiesen, der 
sich nicht- innerhalb des Kreises um —^ vom Radius —™ befindet, mit 

2 J/2 

AusschluB des Bogens QPRBA. 

Der Oktant A OB erseheinfc jetzt durch die drei ihn durchsetzen- 
den unter den bier fur q in Frage gekommenen Kreisen in sieben 
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Partien geteilt (Fig. 75,, die wir zu fiinf Partien in folgender Weise 
zusammenfassen wollen: 

I: AGO A. 

Ii: A FG A, 

III: AGFA, 

IV: DOE I) und DEJK'G D, 

^ : 1) EO I) und 1)0 ED. 

Dabei Sind yon jedem dieser 5 resp. 7 Bereiehe, wie aus der soebeu 
durchgefiihrten Betraebtung zu entnehmeu ist, die jeweils nach dem 
ereiche bin konkaven Teile der begrenzenden Kreisbogen, wie aueli 
der zur Begreiizung eventnell gehbrende Nuilpunkt 0 auszuschlieBen 
die sonstigen Teile der Begn-nzung des Bereiclies sind dagegen jedesmal 
zum Bereiehe mitzuzahlen. Indem wir uns nun o jeweils in einem der 
unt Bereiehe bewegt denken, kiinnen wir aus der obigen Betraehtuno- 
und den zugehorigen Figuren 12, 7:5, 7-1 genau entuehmen, in welchem 
zugehongen Bereiehe sich jedesmal die GrbBe « gleichzeitig bewe.,e„ 
daib Wir hnden alsdann, daB a Ms jenseits - das soil bier 
heiBen: mcht auf der konkaven Suite - der Kreisbogen NO V und 
, iegen muB und zu gleicher Zeit iiberdies in den Fiillen 1\' V 
des p jenseits des Bogens OS, in den Fallen 11, III, V des o jenseits 
des Bogens IiW, schlieBliel, in den Fallen I, II des o und'in, Fall 
emer gewisseu besonderen Lage des p in IV oder \' jenseits des 
Bogens OQ liegen muB. Ilierbei ist nocl, zu bemerken, daB die letzte 
dei fur o aufgezahlten Bedingungen, soweit sie sich auf den Fall 
.lener besonderen Lage des p in IV oder V bezieht, bereits dureh die 

Sta 0 ^^ ngU T'r UaU,lieL ' in deu Fiillen JV - V des o 

setts'1 R iege ’’ le< !« t 1St ' lmlem der Bogen OS jedenfalls jen- 
OVOSPl^n legt : Hiernlit ei ' sc heint der Gesamtbereieh 
Hun in 7 p°’ ln dem I Slch a auf diese Weise uberhaupt bewegen 

()v QO, OQSO, OSPI{ WO, wnxw (60) 

zerlegt und es vertragt sich dabei, wie wir sehen, eine La<-e des a 
e! eisten dieser Partien mit dem Bereiehe III des o" in der 

BrnSheiT 1 V m dPS iU d - dritteif mh £ 

I IV des o’ f, 11 ; \ < 6 f P .I ln der vierten mit den Bereiehe,, 

■’ .. . '' le i ‘er auf p bezughchen Nummern sind in Fi»- 75 

“ die emzelnen Bereiehe .69) des o entsprechend eingetragen 

Minimum v“n en i ft * ennitteln, welche e.n 

wirken denken ■ Unter den hler g e S e benen Umstanden be- 

beliebi.ren p u U “ S S e = enw «rtig p mit seinem VVerte in einem 

neiiebigen Punkte ernes der fur diese GrrlRe in 1 ' 
den Bereiehe festal, 1 + , , “ ln 1 ra 8 e kommen- 

MinkoH'«kf ! " " n< suchen 0 so zu variieren, daB fur das 

* <liophant. Approximationeu. ^ 
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festgehaltene p und das zu findende a der Wert von II—off , also 

1 I ST i 7 

auch derjenige von — — ff , moglichst klein wird. Wir beachten 

dabei, daB diese letztere GroBe die Distanz des Punktes ff vom 
Punkte 1/p bedeutet und stellen mit Rucksicht darauf nun auch 
fur die GroBe 1/p diejenigen Bereiche fest, welche den Bereichen 
I, II, III, IV, V des q bzw. entsprechen. Dabei konnen wir von 
einem Punkte p zum zugehorigen Punkte 1/p durch Spiegelung 
am Einheitskreise und daran anzuschlieBende Spiegelung an der 
reellen Achse iibergehen; es geht alsdann der Einheitskreis in sich 
selbst liber, der Radius AO in den auBerhalb des Einheitskreises ge- 

7 n 

legenen positiven Teil AA X der Achse der reellen Zahlen, der Radius 
BO in den auBerhalb des Einheitskreises im positiven Quadranten 
verlaufenden Teil KK der Halbierungslinie des genannten Qua¬ 
dranten, der ini vierten Quadranten befindliche Bogen AGDO des 
durch die Punkte i 9 1, 0 gelegten Kreises in den im ersten Quadranten 
verlaufenden Teil AH X der Geraden, welche durch die Punkte — i, 

1 geht, der Kreisbogen CGFO , der im Nullpunkte die Achse der 
reellen Zahlen beriihrt und riickwarts fortgesetzt durch — 2i liiuft, 
in den zur Achse der reellen Zahlen parallelen, von herkommenden 
Strahl TT xy endlich der Kreisbogen AF, welcher die Achse der 
reellen Zahlen in 1 beriihrt und fortgesetzt durch — i lauft, in einen 
Kreisbogen AJ, welcher ebenfalls in 1 die Achse der reellen Zahlen 
beriihrt und fortgesetzt durch i liiuft, also deni Kreise um 1 + i vom 
Radius 1 angehort. Auf diese Weise entsprechen den fiinf im letzten 
Oktanten des Einheitskreises gelegenen Bereichen I, II, III, IV, V 
fur p bzw. die fiinf auBerhalb des Einheitskreises im ersten Oktanten 


der GrdBenebene verlaufenden Bereiche AHTA 
K X KTHH X , H X HJT X fiir 1/p, die bzw. mit 


, A JHA , T a JA A a , 
I* II* III* IV* V* 


bezeichnet seien. 


Der Wert von 1 / p werde nun irgendwie in einem der letz- 
teren Bereiche festgehalten; wie wir alsdann auch in dem zugehorigen, 
damit vertriiglicheu Bereiche fiir a den Punkt 6 wiihlen mogen, 
immer konnen wir durch Verschiebung dieses Punktes in der Ricli- 

tung auf den Punkt 1/p zu die GroBe - 6 bestandig verkleinem, 

bis schlieBlich 6 auf einen innerhalb des Einheitskreises gelegenen 
Begrenzungspunkt des betreffenden Bereiches fallt. Es gelit dieses 
daraus hervor, daB die zwei Tangenten am Einheitskreis in Q und 3 
den Bereich I*, jene in Q und It die Bereiche II* und III* in S und 
N den Bereich IV* endlich die Tangenten in S und B den Bereich V* 
zwischen sich fassen. Wir konnen uns daher darauf beschranken, 
(5 bloB auf den Grenzbogen der jeweils ihm zukoinmenden Bereiche 
sich bewegen zu lassen und haben also nur noch auf diesen Bogen 
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jedesmal Pimkte mit einem Minimum des Ahstandes vom Punkte 1 a 
zu suchen. 

Nehmen wir 6 zunachst im Inneren irgend eines tier hi erf fir nun 
in Betracht kommenden Kreisbogen 


OF. VQ, OQ, OS, WO, rnv, XW ( 70 ) 

beliebig an und es werde der Mittelpunkt des Kreises, dern der be- 
treffende Kreisbogen angehort, durch die Grdfie o 0 reprasentiert: denken 
w ir uns ferner am den I'unkt 1/p als Mittelpunkt einen Kreis durch den 
angenommenen I’unkt a geschlagen. Die znei Kreise, um a 0 vom Radius 

- <J 0 und um 1/p vom Radius a - ‘ , werden sieh im Punkte e 

entweder schneiden oder beriihren; darunter kann die Beriihrung, wie 
ig. <•) aui den ersten Blick zeigt, nie eine auBere sein. Im Falle 
des hchneidens kann man nun durch Fortbewegung des <r von der 
fur dasselbe angenommenen Stelle aus liings des betreffenden Kreis- 

bogens in einem bestimmten Sinne (Fig. 7fia) den Abstand 1 - 
stets verringern. Im Falle der (J 

Beriihrung dagegen uberzeugt „ 

man sich zunachst, daB dabei - x _ 

der Kreis um a 0 vom Radius \ 7 — 

o - 6 0 notwendig im Inneren ( ( \ \ \ 

des Kreises um 1/p vom Ra- 1 J °<? J ) 

dius <t — ■*- liegen muB, und J 3. ^ / 

zwar deshalb, weil die zu den . _ - X 

Kreisbogen (70) bzw. gehbrigen F ‘ 8 ' 76 ' 

Krei,«]*,„„ deu, Gesamtbereiche dc. ./„ j em p„ ntt , 

- - 1, welcher abc fur 1 „ .bchaupl nicht i„ f,» ge lo „ ot _ 

Jem Punkte - - 1 + i, rrelcher jedoch anBerhalb III» liagt keinen 

1 ’"" k ‘ g "” i " '" b “ ; 

dlul.nH -.-e durch Fortbewegung von a a uf deaseu 

:“hS«3 tr i r " d *"" Si ””' 

i 0‘S- ' ob /- Demnach kann ein Minimum 

T* * ~ 0 ’ alS0 3Uch von 1 - > nicht statthaben, wenn 0 ini 

(7 . 0 ^ liegt ’ r d kann daher dieses Mini - 

Mnheitsbreises gdlyt ’ * ^ Punkte S ’ 11 ’ * des 


do i) 


rig. 76. 


14 * 
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Was nun zunachsfc diese letzteren Punkte Q, S, JR, N anbetrifft, 
so zeigt Fig. i 5, daB der Punkt 1 /p, wie er auch in den jeweils ihm 
zukommenden Bereichen liegen mag, jedenfalls vom Punkte 0 eine 
geringere oder hochstens die gleiche Entfernung liat, wie von dem 
gerade betrachteten jener vier Punkte. Daher genugt es, bezuglicli 
des Zustandekommens des Minimums von 1— ptfj bloB die Werte 
des 6 in den Punkten 0, V, W, die wir mit 6 0 , <f r , 6 W bezeicknen 
wollen, zu priifen. 

Zunachst ist a 0 = 0, also bier 11 — ptf| = 1. Bezuglicli 6 r , 6 W 
fragen wir mit Riicksicht auf 


I 1 — Q(5 = | a ; - — Q 

weiter nach jenen speziellen Lagen des q, welche ein Minimum von 


T~ P 


resp 


- q 1 bewirken. Den tf-Werten auf dem Kreise 


w 


um 1 vom Radius 1, welcher durch den Nullpunkt geht und auf der 

Achse der reellen Zahlen senkrecht steht, entspricht als Ort der zu- 

gehdrigen Werte 1/6 die zur Achse der reellen Zahlen senkrechte 

Gerade Y^NY* (Fig. 75), welche durch die Schnittpunkte des ge- 

nannten Kreises mit dera Einheitskreise lauft. Diese Gerade geht 

.. # & 

durch die Punkte A(p = in der Figur nur mit ^ bezeichnet) und 
F uud es liegen auf ihr die den Zahlen 1/6 r, 1 /6w bzw. entspre- 
chenden Punkte F*, W*; diese letzteren befinden sich notwendig 
symmetrisch zueinander bezuglicli der Achse der reellen Zahlen. Fur 
a = 6y ersclieint nun p auf den Bereich III angewiesen und sonacli 

wird der Abstand ——p , wie aus Fig. 75 ersichtlich, dann am 

a v , 

kleinsten, wenn p im Punkte F zu liegen kommt; es ist alsdann 



V*F 

or* ' 


Im Falle 6 = 6w dagegen kann p im ganzen Oktanten AOB vari- 

ieren und sonach wird —-p am kleinsten, wenn p im Mittel- 

6 »• ! 

punkte A der Strecke 0A liegt: dann liaben wir: 


Da nun 

ist, so folgt daraus 


1 -pu| = 


AM 


r% 


0 W* 


0 w* = 0 V* > A W* > V*F 


1 > 


A M r * V*F 

ow* > or* 
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und danach tritt endgidtig in dem gegenivartig betrachteten Fade der 
Meinstmogliche Wert von |1 — pa ein, uenn p in F, a in V liegt. 
Man berechnet leicht die beziiglichen Werte von p a zu 


„ 1 -V s ■ V3 - 1 

9f= , -i + i V = -»-/=■- . e 

I/O 


ini 

24 


27 / 


^ • 1 • o 1/3 — 1 24 

= 1 — / j- = —e 

V - 


2 .7 I 


wo j die dritte Einbeitswurzel e 8 = - — 1 + i J^ 3 bezeichnet, und erhalt 


daf'iir 


i V3 

1 - g F a y = - 


dv' 3 - 


2 ,*r / 
24 


(71) 


sonach /V/r rfas gcsuchie Minimum von l — qo den Wert 


3 


“J /3 

V2 


= 0,8965 .... 


Wl . r S ehen nuumebr zur Betrachtung des zweiten der beiden Falle 
liber, die oben auf Seite 204 zu unterscheiden waren, und machen 
also die Annahme 

ps — qr = 1 -f- i. 

Wir transformieren jetzt wiederum, wie auf S. 203, die Formen 
rj mittels der Gleichungen (50) bzw. in 


S-i(X + pr), H = /i(eX + Y), 


(72) 


wobei sich 

^ i = . u = p • < 1, <? < 1 

erweist. Diesesmal wird 

|1 —pa = | A \ps — gr| = |/2 | A . 

Unsere Aufgabe lautet nun, die GroBen o, 0 seien so zu be- 
stimmen, daB | 1 — pa em Minimum wird, wahrend der Bereich 

|X + pU ^l, |<jX + F <; 1 (73) 

im Iuneren auBer dem Nullpunkt weder einen weiteren Punkt mit 
ganzzahhgen X, Y, noch auch irgend einen Punkt, fur den (1 + i)X 

tV ^ e ‘ de gaUZZahh - und s 1 ( m °d- 1 + i) sind, enthalt. 

nach 8*4 rs'ToS'i ? harakter des Bere.ches (72) wird nun 

h * 4 I*' 1081 volll g 'lurch die vier Ungleichungen 


max 


(u + fi, « + («— ± i, ±o 


(74) 


ausgedruckt. Zur bloBen Ermittelung des Minimums von 11 _ p 6 
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konnen wir uns ferner aus 
analogen Grrunden, wie vor- 
hin, auf die Annahme 

iQ*, Qi>Q 2 >0 

beschranken; dadurch wird 
p in der komplexen GroBen- 
ebene wiederum auf den 
letzten Oktanten A OB des 
Einlieitskreises mit Aus- 
schluB des Bogens BA 
verwiesen (Fig. 77). 

Die Bedinoruno'sunoflei- 

o o o 

chungen (74) sagen nun 
aus, daB so oft fur ein p 
und ein e 


\s + q\<Y2 

wird, gleicbzeitig a derart beschaffen sein soli, daB 




wird. Von den vier in Frage kommenden Ungleicliungen (75) treten 
nun, wie Fig. 77 zeigt, die folgenden zwei 


-1+(,!<]/ 2, \i + Q \<y2, (76) 


fur jedes q des Bereiclies A OB (von A abgesehen) ein, iudem die 
Kreise um 1 und um — i vom Radius ]/2 diesen Bereich gauz in sick 
einscblieBen; gleichzeitig muB demnach 

I (? — 1 i ^ ]/2, \<j -i\> ]/2 

sein, also 6 in demjenigen Teile des Einbeitskreises liegen, welcher 
nirgends ins Innere der Kreise um 1 und um i je vom Radius ]/2 
eindringt, d. i. a muB im Ivreisdreieck BUB liegen, wovon nocli der 
Bogen PB wegen der Bedingung <5 1 < 1 auszuscblieBen ist. Dieses 
Dreieck BUP fallt andererseits ganz in den Kreis um — i vom Radius 
)/2 und ist darin also fur jeden Punkt a, — bloB mit Ausnahme 
des Punktes P, der bier aber nicht in Betrackt kommt, — 


\e + i\ <1/2; 

folglich darf niemals gleichzeitig 

I — * + (> | < ]/2 

sein, d. h. es muB fiir p hier stets 

- ? - + 9 >y -2 
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geiten, also q aufierhalb oder auf die Peripherie des Kreises um i vom 
Radius | 2, d. h. bier notweadig iu das Kreisdreieck ALB, mit Aus- 
schlufi des Bogens BA, fallen. Im Bereiclie dieses Kreisdreiecks ist 
nun, wie Fig. 77 zeigt, auch niemals 

,H-(> <\% 

es erscheinen bier also die zwei weitereii, auBer (7G) zu diskutieren- 
den Ungleicbungen ('75) ausgescblossen. 

V\ ir haben demnach das Minimum der Werte von 1 — oo' J 
! ^ ^ 1 nunmekr o sieb in ALB, 6 in B I I\ jedesmal 

mit AusschluB der Werte auf dem Einbeitskreise, bewegen. Aus dem 
Bereiclie fiir q finden wir zu diesem Zweck zunachst als zugehorigen 
Bereicb fiir 1 / q das Kreisdreieck AM K, indern der Bogen A B des 
Einheitskreises im letzten Oktanten in den Bogen AK desselben 
Kreises im ersten Oktanten iibergeht, ferner der den Bogen AL ent- 
baltende Kreis, wie jeder durch die Punkte 1, — 1 laufende Kreis, in 
sich selbst und also sein Bogen AL im letzten Oktanten in seinen 
Bogen AM im ersten Oktanten iibergeht, schlieBlich die Strecke BL 
auf der Halbierungslinie des letzten Quadranten in die Strecke KM 
aut der Halbierungslinie des ersten Quadranten sich verwandelt: wie 
der Bogen LA vom Bereicbe BAL, so ist jetzt der Bogen KA vom 
Bereicbe AMR auszuscblieBen. Halten wir nun vorderhand den Wert 
von l' s o beliebig im Bereicbe AMK test, so bandelt es sich dann 

um das Minimum von o — 1 bei diesem 1 p. Wir seben zuniicbst 

— da die Tangenten in P und 11 am Einbeitskreise das Kreisdreieck 

A Dll\ zwisehen sich schlieBen, — daB ein Minimum der fraglichen 

GrdBe bier nur eintreten kann, wenn a auf einem der Bogen R U, 

UP liegt, und weiterliin, — da die Kreissektoren QPU, A UR nicht 

in A MK eintreten, — nur wenn a in einen der Endpunkte R, U, P 

dieser Bogen fiillt. Hierbei kommen die Punkte P und R nicht in 

Frage, da das Kreisdreieck A MIC auf derselben Seite der Geraden P(J 

wie der Bogen P U, ferner auf derselben Seite der Geraden RA wie der 
Bogen R U bleibt. 

Dos Minimum von ‘ - <J tritt also notnrncln, ein, ,rah vend a 
■an Punkte U liegt. Zu dem betreffenden Werte 6 - a v sucben wir 
jetzt weiter das Minimum von 1 -(»<?,• | = | <t„ \ I - Q . die GroBe 

l/<Jr wird durch den Schnittpunkt if der Halbierungslinie des vierten 
Quadranten mit dem Kreise um i vom Radius j/2 reprasentiert, iudem 

J' m Ubei ‘gang von den Werten a zu den Werten 1 la dieser letztere 
Kreis in sich iibergeht und aus der Halbierungslinie des dritten Qua- 
uranten d,e Halbierungslinie des vierten Quadranten wird. Nun hat 






imter alien Punkten p im Bereiche BAL die Ecke L sichtlich den 
klemsten Abstand yon iT; sonach tritt das Minimum von l~oo\ in 
dem her betrachteten Falle endgiiltig fiir ' 


P = Ql - (i - 0 


2 —J V — —f- - e 2 t 

y-2 


6= 6 V = ~ 1 Ql = (_ 1 _ *) 
und es betrdat 


;) Vhzl 

) 2 


. 1/3 — 1 _9 iILL 

= -J-'J 2 = Y -^C 9 24 


1/2 


1 Ql^u 1 = 3 — ]/3. 


-4^/ eftese TUme erlialten wir liier fiir das Minimum von IA 1 = — 11 — 0 <?i 

1/2 s 1 

g_l/':j f 

denselben Wert icie in dem an erstcr Stelie behandelten Falle 


2is — tfr = 1. 



Endgiiltige Formnliernug des Satzes liber zwei binare lineare 

Formen fiir K(i). 


Indem wir nun auf die urspriingliche Fassung des von uns nun- 
mehr erledigten Problems aus dem Anfang des § 6 zuriickgehen ? 
konnen wir die gewonnenen Resultate in folgender Weise aussprechen: 

Sind l, y zwei binare lineare Formen in den komplexen Varia- 
beln x = x 1 + ix 2 , y = y l - f- iy 2) m it beliebigen komplexen Koeffi- 
zienten und einer Determinante A 4= 0, und betrachten wir im vier- 
dimensioualen Gitter der x u x 2 , y u y. 2 den zum Eichkorper 

III ^ 1, |i?|^ 1 


homothetiseben A/ Korper, so gilt fur dessen Parameter M stets die 
Ungleichung 



Dabei tritt in dieser Ungleichung unter gewissen Umstanden das 
Gleichheitszeichen ein, und zwar dann und nur dann, wenn der Aus- 
druck jl — welcher aus den Koeffizienten von £, t] in der im 
vorigen Paragraphen erorterten Weise zu bilden ist, fur die vor- 
liegenden £, 7] gerade sein von uns dort gefundenes Minimum er- 
reicht. Diesbeziiglich haben wir noch die zwei im vorigen Para¬ 
graphen unterschiedenen Fiille einzeln zu betrachten. 

Im ersteren dieser Fiille tritt das Minimum von 11 — q6 \ unter 
der beziiglich des q gemachten Annahme (59) fur 

' *0 -i • *‘) 

? = — * —f, <? = i - <r 
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ein (S. 213), also allgemein dann, wenn p, a mit einem der 4 Werte- 
paare 

p = £ (_ i _ / ), 0 = * (1 - if) (« = + 1, ± /) 

oder mit einem der 4 dazu konjugiert-komplexen Wertepaare zu- 
sammentallen. 1st nun dieses der Fall, dann existiert der Bedeutung 
von p, a zufolge (S. 203) eine ganzzahlige Substitution von einer 
Determinante 1 t 1 oder + /, welche die Formen >/ bzw. in Aus- 
drilcke 

£ = A[x + (-/-/»y], 

H = H[(l - if)X + Y 1 (78) 


resp. in dazu konjugierte Ausdriieke iiberfuhrt, wiihrencl A, u irgend 
welche Gidfien von Betragen 1 werden. Beachten wir noch, daB die 
bier auftretenden Formen 

X + (-i-f)Y, n-if)X+Y 

die bemerkenswerte Eigenschaft haben, durch die Substitution 

jc-x*+r* r=-r* 

Ton der Detenninante — 1 in die Formen 

x * + (« “ j) Y*, - if [(1 + if X * + Y* J 

uberzugehen, deren erstere oft'enbar zu der ersten in (78) konjugiert- 
komplex und deren letztere bis auf den Faktor — if vom Betraoe 1 
zu der zweiten in (78) konjugiert-komplex ist, — so kdnuen wir schon 
erschopfend sagen, daB die GrciBe 1 - p a ihr Minimum in, vor- 
hegenden Falle dann und nur dann erreicht, wenn eine ganzzahlige 
Substitution von einer Detenninante + 1 oder + i existiert welche 
die Formen £, r, in Ausdriieke (78) iiberfuhrt. ’ 

Erwahnt sei hier noch eine andere bemerkenswerte Eigenschaft 

der hormen (78), des Inhalts namlich, daB diese Formen durch die 
Substitution 

X = (- 1 + i)x* + i Y*, Y = X* — i Y* (79) 

\ on dei Detenninante 1 in die Formen 

j {x* + ( - 7 - f, r*), f(a - if) x * + y*) 

ubergehen, sich also einfach mit j bzw. f multiplizieren. Die drei- 
mal.ge Ausiibung der Substitution (79) nacheinander muB hieruach 
wegen j - 1, auf die ldentische Substitution hinauskommen. 

lm zweiten der oben unterschiedenen Falle tritt das Minimum 
Ton i - per ein, wenn p, <j eines der 4 Wertepaare 

t-'W-iJ), if) (« = +!, + A 
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oder ernes der 4 dazu konjugiert-komplexen Wertepaare vorstellen 
wenn also (vgl. S. 203) fur %, n eine ganzzahlige Substitution (50) von 
emer Determinante ± 1 ± i existiert, wodurch £, rj in Ausdriicke 

S~l{X + (j 2 - ij) Y), 

H =— if)X + r) ( 80 ) 

oder in dazu konjugiert-komplexe Ausdriicke transformiert werden, 
wahrend 4, p irgend welche GroBen vom Betrage 1 werden. Nun 
geben die Ausdriicke (80) durch die Substitution 



r = 

von der Determinante — ! . in 

1 +i 




+ Y*), 

~ vV((l - + T*), 

d. h. in Ausdriicke von der Gestalt (78) iiber, und Entsprechendes 
gilt auch fur die zu jenen (80) konjugiert - komplexen Ausdriicke. 
Mithin folgt durch Komposition der betreffenden Substitution (50) 
mit (81), (nacli der Eigenschaft p == r y q = s (mod. 1 + t) f die den 
Koeffizienten p, q,.r, s der Substitution (50) hier zukommen muB, 
vgl. S. 196), auch im gegenwartigen Falle, wie im vorigen, wieder eine 
ganzzahlige Substitution von einer Determinante + 1 oder + i, welche 
die Formen §, y in Ausdriicke von der Gestalt (78) iiberfiihrt. Der 
Grenzfall , in dcm (77) mit dcm Gleicliheitszeichen erfiillt ist, ist somit 
nntcr den gegenwartigen Vmstdnden nicht verschieden von dem Grenz- 
fallCj der sick unter den vorhin betraclitcten Vmstdnden herausstellte. 

Indem wir nun in der Ungleichung (77) die Bedeutung von M 
ins Auge fassen und noch die Form el (71) beriicksichtigen, konnen 
wir jetzt die erzielten Resultate endgiiltig in dem folgenden Satze aus- 
sprechen: 

LXII. Sind 

S = *x 4- fly, 


V = 4- dy 


zwei lineare Formen in zwei komplexen Variabeln x, y mit beliebigen 
komplexen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Determinante 
A, so gibt es stets ganze Zahlen x, y im Korper von i, die nicht beide 
verschwinden , so daft fur dieselben 
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icird. Im all gem ei mm lasscn si eh die besagten Zahlen x, y sogar der- 
art angeben , daft die Bezie/tungen bier mit dnn Ungleiehheitszeiehe)i er- 
fiillt sind; tine Ansnahme bildet nur der Fall, wo £, g so besehaffen 
sind, daft eine ganzzahlige Substitution von enter Determinante e = ± 1 
oder = + t cxistiert, wclclte diesc For men in For men 



- n i 


1/2 - F ft >* 

3 — y 3 j ‘ 


V v * 

V % - \ 3 




A • e 


. rr / 

> 18 


— CU 


(d - ij*) X 4- Y) 


iiberfiihrt , ivorin j = 
deatet. 


- 1 + »I * • 


09 irgend eine recite Grofte be- 


§ 8. Bestimmung der zuliissigen W erte von E im Falle von K(j). 

Charakter vierfacher J'lZ-Korper. 

W ir wollen nun fur den Zahlkorper der dritten Einheitswurzel 

— l -f- tj/3 

J ~ o analoge U liters uchungen durchfuhreu, wie solche in den 

§§ 4—7 fur den Korper von i angestellt wurden. 

W'n- verwenden dabei wieder die in den §§ 2, 3 gewahlten Be- 

zeichnungen, in deni dortigen Sinne. indeni wir zugleich unter Gitter- 

punkten jetzt Punkte (.r, y) verstehen, fur welche x und y gauze 

Zahlen im Zahlkorper von j sind, — und knupfen unmittelbar an die 

folgende in § 3 Formel (21) fur den Fall 0* = j erschlossene Tat- 
sache an: stellt 

<p(x, y) < M ( 82 ) 

emeu vierfachen J/-Korper im Gitter der x, y vor, d. h. befinden 
sich auf der Oberflache dieses Tt/ Korpers solche zwei Gitterpunkte 
[P- <l)> O’, s )> wobei ps - qr = E + 0, also nicht gerade p = sr, q = es 
ist, unter £ eine der sechs Einheiten + 1, ±j, ±f verstanden, dann 

a u, e ‘ , slchel ' llcl1 E 5 < 8 - Wir wollen nun im folgenden die hier 
tatsachlieh inoglichen Werte von E genau ermitteln, urn hernach den 

Charakter des Bereiches (82) als eines il/-Korpers in einfacher Weise 
formulieren zu konnen. 

Die Zahlen p, q sind teilerfremd; daher konnen wir iedenfalls 
zwei ganze Zahlen in K(j), etwa p* q* derart bestimmen, daB 

pq* — qp* = 1 

tuthm W ' r fUhlen alsdann das Gitter der V (lurch die Substi- 
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x =2)X +p*Y, 
y = qX -f- q*Y 

in ein Gitter der X, Y iiber; die X, F-Koordinaten des Gitterpunktes 
(p, q ) werden dann 1,0, jene des Gitterpunktes (r, s ) mogen Ii, S heiBen 
wobei 5= E wird, endlich geht die Funktion <p(x,y) in eine Funk- 

tion 0{X, Y ) und die den Bereich des Jf-Korpers definierende Un- 
gleichung (82) in die folgende iiber: 

®(X, Y) < M. (83) 

Wir konnen dabei statt (r, s ) iiberhaupt irgend einen Puukt 
(er, ss) unserer Betrachtung zugrundelegen, wobei s eine beliebige der 

ki ji 

sechs oben aufgezahlten Einheiten, = e~ (lc = 0, 1,2, 3, 4, 5), be- 
deutet; es tritt alsdann eS an Stelle von S und nun denken wir 
uns s unter dessen sechs moglichen Werten speziell so f'estgesetzt, 

daB die kompiexe GroBe eS dabei einen Arkus — -- und < — 
erhalt. Alsdann wird bei dem Ansatz 


worin , S 2 reell sind, 


sS = S 1 + jS 2 , 


^> 0 , - S, ^ S 2 < §■ (84) 

sein (vgl. Fig. 82, S. 232). Nun denken wir uns an Stelle von er, 
es, eS wiederura bzw. r, s, S geschrieben und es gelten jetzt fur 
^ == S 1 +jS 2 = E die Bedingungen (84). Mit Rucksicht auf diese 
letzteren und auf die Relation 

41 E\ 2 = (2S l - S 2 y + 3S 2 2 = 3 sy + (S\ - 2S 2 y (85) 
folgen nunmehr aus der Ungleichung 


4\E : 2 <32 

fiir E die Werte 


+j& 2 = 1,1 —j, 

mit den Normen bzw. 




als die einzigen Werte, die liier fiir E in Betracht kommen konnen, 
und diese sind nun einzeln zu untersuchen. 

Wir ziehen dabei analog, wie in § 4, den durch die Unglei¬ 
chung 


W(X, Y ) 



definierten Korper zur Betrachtung heran; derselbe ist, wie wir in 
§ 3 gesehen haben, im Korper (83) vollstandig enthalten. 
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In den Fallen S = E = 2 — j, 2 — j' 1 konnte nun, da B y S teiler- 
fremd sein sollen, B nur =+ 1, + j, + j 2 (mod. S) ausfallen und 
liesse sich daher X als gauze Zabl liier stets so bestinimen, dafi 


und in der Folge 




l 



V'( X , 1 ) 




V 1 J (X, 1) < l 


wurde. Darnach wiirde aber der betretfende Gitterpunkt (A', 1) sich 
im Inneren des Korpers (So) befinden, was ausgeschlossen ist: es 
kann daher bier keiner der Falle E = 2 — j, 2 — j 2 stattliaben 

Im F alle S = E = 2 muB B ~ 1 oder j oder j- (mod. 2) sein und 
kbnnen wir liier sonacli X als gauze Zalil so bestimmen, daB 

nx, i) = ~ -1 

wird. Der zugehdrige Gitterpunkt (X, 1) muB hernach dem Korper 
(83) angehoren und also notwendig auf dessen Begrenzung liegen. 
Entsprechen diesem Gitterpunkte die Werte x = >* ?/ = s*, so ist fur 
die Punkte (.r, ?/) = (j>, q) y (r* »*): 


E = p s* — qr* = 1 

und konnen wir somit von dem Falle E = 2 aus stets auf den Fall 
E = 1 zuriickkommen. 

Wir brauchen mithin nur noch die zwei Annahmen E =■■ 1 und 
E— 1 — j weiter zu verfolgen. 

Es sei zuniichst E = 1. Durck die Substitution 


x = p X -j- r Y, 

y = qX + sY ( 8G ) 


transformieren wir das x, y-Gitter in ein X, T-Gitter, wobei die 
Punkte ( x , y ) = (p, q), (r, s) bzw. in die Punkte (X, Y) = (1, 0) (0 1) 
iibergehen. Zugleich scbreiben wir 


<p(x,y) = 0(X, Y), 

nebmen der Einfacbkeit balber 31=1 an und haben sonach 


®(1,0) = 1, 0(0, 1) = 1. 

(87) 

Soli nun der Korper 

0(X. Y) £ 1 

(88) 

emen M- Korper vorstellen, so muB fur ein beliebiges, 
schiedenes ganzzahliges Wertepaar (G, H) stets 

von (0, 0) ver- 



sein. 


®(G, H) > 1 


(89) 


r^ >e T. 11116,1(11)0,1 melen Bedingungsungleichungen (89) sind jedoch 
mit Rucksicht auf das Bestehen der Gleichungen (87) bereits eine Folqe 
dcr mclistehenden 18 speziellen, unter (89) enthaltenen Ungleiclmngen: 

i)^l, (90) 

®( £(1 0 ^ 1 ~j) ^ 1, (91) 

( s = + ±j, ± j 2 )- 

Uiu dieses zu beweisen, nehmen wir an, die Gleichungen (87) und 
aHe Ungleichungen (90), (91) seien erffilt, es gabe aber trotzdem ein 
von 0, 0 verschiedenes Paar teilerfremder ganzer Zahlen G, H, wofur 

®{G, H) < 1 (92) 

waie. Wir denken uns dabei etwa \G\-^\H ; alsdann muB, da (87), 

(90), (91) bereits vorausgesetzt werden, jedenfalls \H\ > |1 —j\ = j /3 

mithin | H\ ^ 2 sein. Wir stelleu nun fur <D(X, T) die folgende Un- 
gleichung her: 

<D(X, Y) < 0(x - -J Y, o) + 0 >(-gr, y) 


= X 


G_ 

H 


0) + 


H 




daraus folgt wegen (87) und (92), Y+ 0 vorausgesetzt, 


*(*, Y) < 


z-|r 


+ .X 

^ H 


(93) 


1st | li =2, so milBte ~ entweder = ~ oder = - 1 —& sein, wo- 

±1 2 2 . ’ 

rin s irgend eine der Einheiten in K(j) bedeutet, und wiirde dann 

aus (93) entweder 

4 >( 0 , 1 ) < | --11 + A = 1 , 

oder 


®(e,l)<!«- [=1 

folgen, beidemal im Widerspruch mit einer der Bedingungen (87), (90). 

1st dagegen H\ > 2, also bier auch ^ ]/7, so denken wir uns 

G 

eine Einheit e derart bestimmt, daB der Punkt in der komplexen 
GroBenebene einen Arkus und < ~ erbalte: es hatte dann 

— o 6 7 

dieser Punkt von mindestens einem der zwei Punkte 0 und 1 (O und 
A) einen Abstand <C (siehe Fig. 81 auf S. 231) d. h. es ware min¬ 
destens eine der Ungleichungen 



§ 8. Bestimmung der zulaseigen Werte von E im Falle von K(J). 223 


(i 

// 


1 

1 3 ’ 


® < -L 

" =V3 


erfiillt und sonach wiirde claim mit Riicksieht auf (93) fur mindestens 
eines der Wertesysteme (X, Y) = u, 1), (0, 1) die Ungleichung 

•k 

<P(X, Y) < --< 1 

]3 | 7 

gelten, wiederum im Widerspruch mit einer der Beziehungen (87), 
(90). Hiermit erweisen sieli in der Tat die samtlichen Ungleiehungen 

(89) als eine Folge der Gleichungen (87) und der Ungleiehungen 

(90) , (91). 

Es sei zweitens E = — qr — 1 — j. Wir bemerken zuvorderst, 
dafi fur p, q und r, $ bier mod. 1 — j nur die Restensvsteme + 1,0: 
0, + 1; ± 1, ± 1 hi Betracht konmien; mit Riicksieht darauf linden 
wir leicht, daB wegen 

' O 

ps ~ qr i mod. 1 — j) 
hier notwendig entweder 


oder 


)) = r, q = .*? (mod. 1 — j) 
p -i~ — r, q - 22 i — $ (mod. 1 — j) 


sein muB. Indem wir nun gegebenenlalls gleiehzeitig ij (lurch — y y 
Y (lurch i und dam it p 7 >*, q, s (lurch p y — /*, — q y s ersetzen 
kbnnen, diirfen wir ohne wesentliche Beschrankung annehmen, es sei 


q 222 — s (mod. 1 — j). 


(94) 


(95) 


P=- r, 

Die Transformation 

x = pX - f- rY, 

y = ']X + sY , 

die wir alsdann ausfiihren, liiBt aus jedern Gitterpuukte in X, Y emeu 

Gitterpunkt in x. y hervorgehen: dock sind damit diesesmal uocli nicht 

samtliche Gitterpuukte in x,y erschopft: die letzteren erlialten nam- 
lich wegen 

Y = — ~ nj Y — ~~ q x + P it 

'-J ’ i -T~ 

X , T-Koordinaten von der folgenden Gestalt: 

Y = lj V — v 

i-j> i -r 

worm U, V gauze Zahlen sind, welche, da wegen (94) 

sx — ry = — qx -f py (mod. 1 — j) 

ist entweder beide - 0 oder beide = 1 oder beide = - 1 ( mo d. 1 - j) 
sind. Umgekehrt entspricht jedem Wertepaar (9G) der X, Y von 


(96) 
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dem hier beschriebenen Charakter in der Tat ein ganzzahliges Werte 
paar der x,y, und zwar ° 

X = PU±1Z = gU±sY 

1 - J * J 1 _ j 9 

indem wegeu (94) 

pU + rV= 0 (mod. 1 — j), 
q U + sV = 0 (mod. 1 — j) 

wird. Um also das vollstandige Gitter in x, y zu erhalten, haben wir 
zu dem jetzt konstruierten Gitter in X, Y noch alle diejenigen Punkte 
(A, Y) hinzuzufugen, bei denen 

x = g + tYj, 

oder 

ist, unter G, H beliebige gauze Zablen verstanden. 

Wir setzen nun wieder 


<p(z, y) = Y), 


denken uns 71/= 1, und haben zunachst, indem die Punkte (x, y) = (p, q\ 

(r,s) vermoge (95) in die Punkte (X ; Y) = (1,0), (0,1) bzw. fiber-' 
gehen, 


Dam it 


®( 1 , 0 )- 1 , 0 >( 0 , 1 )= 1 . 



0(X, Y) < 1 


einen il/-Korper vorstelle, muB neben (97) welter nock fur jedes von 
(0,0) verschiedene ganzzaklige Wertepaar (G, H) 

®(G, H) ^ 1 (98) 

gelten und iiberdies fur jedes beliebige ganzznhlige Wertepaar (G. H) 

®( e ±db’ (99) 

sein, wobei die Vorzeichen ± stets an beiden Stellen in gleichem 
Sinne zu nehmen sind. 

Der Inhalt der uncndlich vielcn Ungleichungm (98), (99) wird 
nun mit Biicksicht auf das Bcstchen der zicci Gleicliungen (97) bereits 
durch die folgenden 12 besonderen , unter (98), (99) enthaltenen Un- 
gleich ungen erschopft : 


1 , 0 ( 0 , 1 ) ^ 1 / 3 , 

®(- 0 , 2 ) ^ Vs, ®(- 20 , 1 ) ^ VI 

worm 0 jeden der drei Werte 1 , j, j 2 zu bezeichnen hat. 


( 100 ) 

( 101 ) 
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Iii der Tat: zunachst babeu wir, mit Rucksicht auf die Regeln 
(12) und (14), 

-j), 1) + I> 0(0(1 -j), 1 -j) = |/3®(e f 1), 

®(- 6(1 -i), i) + 0(0, -/) :> o>(- 6i(i - j), -/a -j)) = ]/3 < 5 ( 0 / i), 

1 -J) + ®(- Oj, O') ^ <5(0(1 - j), 1 - j) = ]/3 0(0, 1), 

®(~ 0 - 1 - j) + 0) ^ ® W 2 (l - j), 1 -j) = ]/3 <5(0/, 1); 

hierin sind die rechten Seiteu wegen (100) jedesmal (> 3 und folgt 

daher hieraus unter Benutzung rou (97), fur alle sechs Einheiten 
£ = ± 0 : 

0(1(1-j), 1)^2, 0(e, 1-/^2; (102) 

zudein ist nach (100) iminer 

(103) 

die Ungleichungen (102), (103) haben aber nacb den im Falle E = 1 

gemachten Ausfubrungen bereits die Gesamtheit der Undeichunaen 
r98) zur Folge. ° 

Was welter die Ungleichungen (99) betrifft, die wir, 

(1 - j)G ± 1 = U, (1 -j)H± 1 = V 

gesetzt, in der Form 

q(u, y) > ]/3 

schreiben wollen, worin also U, V ganze Zalilen bedeuten, die ent- 

weder beide =1 oder beide = - 1 (mod. 1 -j) und sonst beliebicr 

smt, so sind diejemgen unter diesen Ungleichungen, worin V V 

beide absolut 2 und teilerfremd sind, selbst in (100) (101) auf- 

gefuhrt. Wenn wir also jetzt annebmen, daB trotz des Bes’tehens aller 

Ungleichungen (100), (101) ein Paar von ganzen Zahlen U V die 

wir als teilerfremd und etwa mit U|OF u„s denken konnen, 
derart existiert, dab 

, U = V = + 1 (mod. 1 — j) 

und zugleicb J 

o(u,v)<yi (104) 

£ ltn B glf c a h b u e ni edenfaUS F1 -^ Sein ' W " S6tZen “ Un Wi6dei - 

®( X » F ) ^ | x - y Y\ ®(1,0) + j 11 d >(U, V) 

an und bierans wurde fur die in Bede stebenden Werte V, V nacb 
(97) und der Annabme (104), U* 0 vorausgesetzt, 


0(X,Y) < \X~ u v Y + 

Minkowski, diophant. Approximatioueu. 


1/3 


(105) 


15 
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folgen. Nun konnen wir eine Einheit 0 = l,j,j 2 so bestimmen, daB 

qy als komplexe GroBe einen Arkus ^ — y und < ~ erhalt, wobei 

alsdann der dieser Zabl in der komplexen GroBenebene entsprechende 
Punkt offenbar von dem Punkte 1 einen Abstand ^ 1 hat (vgl. 
Fig. 78 auf S. 228); es ist dann also fiir dieses 6 


I 

I 



und in der Folge wiirde aus (105) weiter die Ungleichung 


1)< 1 + P<)/3 

hervorgehen. Diese letztere steht aber im Widerspruch mit einer der 
Ungleichungen (100) und hiermit stellt sich die Annahme (104) als 
unzulassig heraus, wodurch zugleicb die auf S. 224 ausgesprochene 
Behauptung vollends bewiesen erscheint. 


§ 9. Satz liber zwei biniire lineare Formen mit komplexen Variabeln 

fiir K(j). 

Es seien zwei lineare Formen in den komplexen Variabeln x , y 
vorgelegt, 


i = ax + fiy, 
rj = yx + dy, 


(106) 


wobei die Koeffizienten a, ft, y, d beliebige komplexe GroBen seien 
und die Determinante A = a 6 — py nicht verschwinde. Wir werden 
wiederum die Werte der Variabeln x, y auf ganze Zahlen des Zahl- 
korpers von j beschranken und setzen deshalb 

x = x x + jx 2 , y = y x +jy 2 

an, wobei x 19 x 2 , y 19 y 2 reelle GroBen bedeuten; entsprechend setzen wir 
zugleich 

6 — 6i +J% 2 , v = +j% 

an, worin % 19 % 2 , rj 19 rj 2 reell sind. 

Betrachten wir in der Mannigfaltigkeit der x 19 x 29 y l9 y 2 den Korper 

161^1, \rj\£ 1, (107) 

so ist das Volumen desselben 



d{pc x y.) 

11 Is i ^ 2 ) 


ffff 


wobei das vierfache Integral auf den Bereich 

It A %\ f 


I 


3 Vi 


1 
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zu erstrecken, also = 4 jr 2 ist. Die Funktionaldeterminante ’- x *' y ‘ ’ 
berechnet sich hier in ganz analoger Weise, wie dies im Falle’de’s Zahl- 
korpers von i (S. 201) geschehen ist, zu ~ 

in- 




Es wird sonach 


J = 


3 A 


Mit Riicksieht darauf liefert uns hier die Formed ( 7 ), wenn wir 
gleichzeitig den Zusatz am Schlusse des § 1 beachten, fur den Para¬ 
meter M des zu (107) gehorigen J/-Korpers die folgende Ungleichung: 


M < ' 12 l 7 A 

Vn 


(108) 


und hiermit gewinnen wir den folgenden Satz: 

LXUI Zu zwei linearen Formen |, v in zwei Variabeln x,y mit 

oehehgen kompkxen Koeffzienten und niclit verschmndender Deter- 

mmante A lassen sich stets fur x, y game Zalden im Kijrper von 
• __ — 1 -f i |/3 

J Y > (lie mcht hei(J< ‘ versc/iwinden, derart angeben , dafi far 
dieselben 


wird. 




1 < ( 12 ) A 
I * 


k 10. Genaue Bestimmung des Miniuinms von zwei binaren lincaren 

Formen im Falle von K(j). 

Urn die prazise obere Grenze fur den zu zwei Formen (106) 


zugehorigen Quotienten 


M 


M 
V A 


zu finden, also eine solche obere Grenze 


welcbe von ^ womoglich bei gewissen Verhaltnissen u:jh:y,d wirk- 
lich erreieht wird, kSnnen wir, wie in § 6 , M = 1 annehmen, - dem- 

„ema 6 unser Augenmerk auf diejenigen Koeffizientensysteme a 1 ) y d 

richten, bei denen der Korper ’ P ’ Y} 

% I = ly \y\Y 1 (109) 

einJlf-Korper ist, - und nun nach dem Minimum des Betrages von 

Dieses Miidmn 61 ! S ° eln g e f h ^ n kten Koeffizientensystemen fragen. 

11 imum kann. wie ahulich in 8 (i ^ ono\ /...i < 

wohi u ^; e i e unkte tSth;,”, e w zr n ’ da6 der ^ - 


;i! = i, 

ist > als auch solche, bei denen 


V < 1 
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| 5 | < 1 , \rj\ = 1 

ist. Es sei also (p, q ) ein Gitterpunkt der ersteren, (r, s ) ein Gitter- 
punkt der letzteren Ait auf der Begrenzung des Korpers (109). Wir 
wenden auf £, rj die Transformation 

x = pX + rY, 

y-qX + sY ( U0 ) 

an und dadurch mogen diese Formen bzw. in 

3=l(X + (>Y), 

H = h(gX -f T) ( U1 ) 

ubergehen; hierin ist dann 

1^1 = ^ = !(>!<!> M< 1 . ( 112 ) 

Nach den Ausfukrungen in § 8 diirfen wir dabei ps — qr = 1 oder 
= 1 — j annekmen; eine Bemerkung in § 6 , die dort an die mit 
(112) gleichlautenden Ungleichungen (53) ankniipfte, kann bier genau 
wiederholt werden imd es ist danacb bier yon vornherein ausge- 
schlossen, daB ps — qr mit 2 assoziiert ware. 

Es stellt sich nunmebr ferner keraus, daB der Fall ps — qr=l—j 
bei der gegenicdrtigen Aufgabe iiberhaupt nicht in Frage kommt. Machen 
wir uamlich die Annahme ps — qr = 1 — j und setzen zudem noch, 
was keine eigentlicbe Beschrankung ist (vgl. S. 223), 

p = — r, q = — s (mod. 1 — j) 

yoraus, dann miissen, damit (109), oder was dasselbe ist, 

max (|X + pI r |, | 0X+ Y )£ 1 


einen Af-Korper vorstelle, zufolge (100) insbesondere aucb die drei 
Ungleicbungen 


max (| + p >+}|)^l/3 (6 = 1, j, f) (113) 



erfulit sein. Indem wir nocb eventuell 
Y durch j Y oder j 2 Y ersetzen und 
aucb iiberdies in alien vorliegenden Be- 
zieliungen (aucb im Werte von ps — qr) 
i mit — i vertausclien konnen, obne daB 
dadurch die bier wesentlicben Umstande 
eine Anderung erfabren, diirfen wir p 
in der komplexen GroBenebene von vorn¬ 
herein auf den Sektor AOC (das letzte 
Secbstel) des Einkeitskreises (Fig. 78) 
verweisen, wobei der Bogen CA vom 
Bereiche des p wegen (112) auszu- 


Fig. 78. 
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sehliefien ist. Nun lassen sioh die drei Bedingungsungleichungen (113) 
lolgendennafien aussprechen: so oft fur 0 = l,j,j 2 die Ungleichung 

0 + Q | < Vs 

statthat, d. h. q innerhalb des Kreises um — 0 vorn Radius |/3 sich 
befindet, mu 6 jedesmal gleichzeitig 

i ^' 3 

seir, d. h. a aufierhalb cider aul der Peripherie des Kreises um_— 

v°m Radius p3 liegen. Nun befindet sich p, so lange es sich in 
dem ihm zugewiesenen Bereiche AOC bewegt, stets im Inneren des 

Kreises um -j vom Radius p'3, wie des Kreises um -f- vom 

Radius Y 3; also diirfte a insbesondere weder im Inneren des Kreises 

um — j- vom Radius p 3, noch im Inneren des Kreises um — j vom 

Radius p3 liegen; da aber andererseits a nach (112) auf das Innere 
des Einheitskreises venviesen ist und der Einheitskreis von den so- 
eben genannten zwei Kreisen vollstiindig uberdeckt wird, so ware fur 
a danach im vorliegenden Falle uberhaupt kein Wert zuliissig. Die 

Beziehung ps — qr=l—j kann folglieh unter den gegemvartio- 
postulierten Umstanden gar nicht eintreten. 

Wir diirfen nunmehr ps-qr = 1 voraussetzen. Indem wir dies- 

mal die Formeln (90), (91) und den Text hierzu heranziehen, stehen 

"'ir J etz * vor , der Aufgabe, | A| - 1 1 - p* | derart zu einem Minimum 
zu machen, daB gleichzeitig die 18 Bedingungsungleichungen 

fQr niax ( X + pY|, \*X+Y |)^1 (H 4 ) 

X,Y= t, 1; f(l -j), 1 ; e> l _j (f = ± 1, ±j, ±f) 

erfullt sind. Da wir dabei p, a durch ein beliebiges anderes der 

GroBenpaare #p, ® und femer i durch - i uns ersetzt denken konnen, 
so konnen wir infolgedessen p mit einem 

Arkus ^> — und <( 0 annehmen, also •• "■&’ 

P auf den Sektor A OB (das letzte 
Zwolftel) des Einheitskreises, mit Aus- 
schluB des Bogens JU4, verweisen (Ficr. 791 -y 

Vom Werte p = 0 , wofur alle fi~ - 

Ungleichungen (114) erfullt sind und 
1 — QG = 1 ist, mag vorderhand abge- 

sehen werden. 'V / /{Jr / N ^ 

Die Bedingungen (114) besagen ^ 

mm: so oft eine der Ungleichungen . 



Fig. 7 if. 
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\e + 9 <1, |*(1 -j) + pj<l, \e + g(i-j)\<l 

statthat, soil jedesmal gleichzeitig, mit dem namlichen Werte des a, 
bzw. die Ungleichung 

86 + * I ^ 1? I ^ (1 —j)<f + 1 j ^ 1, \B6 + 1 —1 

erfiillt sein, mit anderen Worten: so oft p im Inneren eines der 

Kreise um — a vom Radius 1 , um — 6(1 — j) vom Radius 1 , um — — 

^ 3 

vom Radius — zu liegen kommt, soil zu gleicher Zeit 6 auBerhalb 
oder auf der Peripherie des bzw. entsprechenden unter den Kreisen 


um-vom.Radius 1. um — 

f 7 





Fig. 80. 


i-j 
3s 


;2 


°*z/* 


V 


1 1 

vom Radius —, um-— 

j/3 e 

vom Radius 1 liegen. 

Was zunachst die sechs 
Kreise um die Punkte — a 
vom Radius 1 betrifft 
(Fig. 79), so haben die- 
jenigen um j, — l,j 2 iiber- 
hauptkeinen inneren Punkt 
mit dem Bereiche OAB 
der GroBe p gemein und 
geben daher hier zu kei- 
ner Beschrankung des 6 
AnlaB. Die Kreise um 1 
und um — j vom Radius 
1 schlieBen den Bereich 
des p (von p = 0 eben 
abgesehen) vollstandig in 
sich ein, folglich darf hier 
a jedenfalls nicht im In T 
neren der Kreise um 1 und 
um — j 2 vom Radius 1 
liegen und ist demnach nur 


auf die Partie OKLMNO des Einheitskreises, mit AusschluB des 
Bogens KLMN, verwiesen. Der Kreis um - j 2 vom Radius 1 end- 
lich teilt den Bereich des p in zwei Partien, von denen wir die obere 
OAO kurz mit I, die untere OB AO kurz mit II bezeichnen wollen, 
wobei wir den Bogen OA der Partie II zuzuzahlen haben. Befindet 
sich alsdann p im Bereiche I, so darf 6 nicht im Inneren des Kreises 
um —j vom Radius 1 liegen, wird also bloB auf das Kreisdreieck 
MOK, mit AusschluB des Bogens KM, verwiesen; liegt dagegen p 
im Bereiche II, so bleibt fur 6 der voile vorhin angetroffene Bereich 
OKLMNO in Geltung. 
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Von den weiteren sechs Kreisen fur q, d. i. um die Punkte 
— f(l — j) mit, Radien 1 (Fig. 80), tritft bloB ein einziger, der Kreis um 
1 — j, den Sektor AOB ; hei einer gewissen Lage von q diirfte also 

i ~r ^ l 

3 


a nicht im Inneren des Kreises um 


voin Radius V. liegen: 

. . V 3 

letzteres ist aber bereits von selbst ausgeschlossen, sowie <j im Be- 

reiche OKLMNO bleibt. 


Von den sechs Kreisen um die Punkte 


— t l 




— mit Radien ~ 

j/a 

endlich(Fig. 81) habennur diejenigen fur f - 1, d.h. die Kreise 

lim 3 f 3 » innere Punkte mit dem Sektor AOB geinein; 

der Bereich OKLMNO des a 
aber tritt von selbst nirgends 
in das Innere der zugehorigen 


w m 


unter den Kreisen um 


-u -j) 


/ :• •••••*. -s' . x\\ 

/ I \ w s \! \ 


L 


/ 

/ . 

• # 

l 

% • 

\ 


\A 



M 


f \ 


r ... 


\ 


also der Kreise um j — j* f 1 — j‘ 2 } 

1 — j von Radien 1, und da- 
her entspringt hierdurch eben- 
falls keine neue Bedingumr 

^ O O 

fiir 6. 

Um jetzt die untere Grenze 
von \ [ — Q6 zu ermitteln, den- 
ken wir uns zunachst den Wert 
Q in einem Punkte des Sektors 
A 0 B festgehalten, wobei wir den 
Wert p = 0, wie schon gesagt, 
vorderhand ausschlieBen wollen, 
und haben dann die Lage von 

6 in dem dieser Gr « Be .i ewei| s zukommenden Bereiche so zu bestimmen, 
daB der Abstand *- - a der Punkte 1 /p und g moglichst klein wird. 

Aus den Bereichen I, II fur p ergeben sicb durch Inversion die entspre- 
chenden Bereiche fttr 1/p (Fig. 82); der Radius AO geht dabei in 
seine 1 ortsetzung von A nach oo fiber, der Stralil Oil TO n 0 nach 


O 0 + 




J 


_ z#* 




Fig. 81. 


i n 
G 


f " ge ^ m den Strahl B ' von oo nach e B fiber und der Kreis- 

■ r, 7 ^/ er jf, 0 deD Kadius 0B berQhrt - verwandelt sich 

die r /U V, T* !>arid e en Strahl AH Sonach transformieren sich 
dre Bereiche I, II ffir p bzw. in die von H AA , B B'AH 

tXn Tb I 6 /". 1 / 9 ’ tHe Wir bzW - mit ^ !l * bezeichnen 

Beieiehen M ^ deS B ° genS AB Yon diesen letzteren 

eichen auszuschlieBen und die Punkte auf dem Strahl AH nur 
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dem Bereiche IP zuzuzahlen .*) Mit Hilfe analoger Uberleguno’en 
wie wir solche fur den Fall des Zahlkorpers von i im § 6 an^estellt 
haben, erkennen wir nun aus Fig. 82, daB wenn 1/p irgendwo in !* oder 
11 festgebalten wird, bei der hier zulassigen Variation von a fur ein 

Minimum bzw. fur eine uutere Grenze von 1 1 — qg — | q i | _ ^ 

erforderlich ist, da6 zunachst <7 auf einen der Bogen OK , OM , ON 

riicke, und weiterbin auf 
0 falle, bzw. nach einem 
der Bogen - Endpunkte 
K, M y N hinriicke. Der 
Punkt M fallt aber da- 
bei auBer Betracht, weil 
der Radius MN den Be- 
reich fur 1/p auf der- 
selben Seite wie den Bo¬ 
gen MO laBt; ferner 
stebt K von einem be- 
liebigen Punkte in I* 
oder II* immer weiter als 
0 ab und endlicb stebt 
.V von einem beliebigen Punkte in II* (der Bereich I* fiir 1/p kommt 
bei der Annaherung von G an N nicht in Betracht) niemals weniger als 

0 ab. Somit ist , —— g fiir alle hier in Frage kommenden G groBer, 

als fur (7 = 0. Darnach besitzt also 11 — p<7 den Wert 1 als Mini¬ 
mum und tritt dieser Wert nur ein, wenn (7 = 0 ist, oder aber, da p 
und (7 bier gleichberecbtigt sind, wenn (7 = 0 oder p = 0 ist, welch 
letzterer, vorhin ausgeschlossener Wert des p hiermit ebenfalls zur 
Geltung kommt. 



§11. Endgiiltige Formulierung des Satzes iiber zwei binare lineare 

Formen fiir K(j). 

Indem wir nun zu dem in § 10 aufgeworfenen Problem in dessen 
ursprunglicher Formulierung zuriickkehren, sehen wir, daB wenn 
A wie vorhin die (nicht versckwindende) Determinante der Formen 
S, ^ in (106) bedeutet, fiir den Parameter M des zum Korper 

181 ^ 1 , Ivl^i 

gehorigen M- Korpers stets 

*) Die Schraffierung neben dem Strahle A H x sollte in der Figur nach der 
Seite von I* hin angebracht sein. 
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FA 


= .- <,1 

1 — p® — 


gilt, wobei das Gleichheitszeichen rechts danii und nur dann eintritt, 
wenn p = 0 oder 5 = 0 oder beides der Fall ist, d. h. der Bedeutung 
von p, a gemaB (vgl. S. 228), wenn eine ganzzahlige Substitution 
(110) von der Determinante 1 existiert, welcbe \ in eiuen Ausdruck 

] A :e"“X oder rj in einen Ausdruck \ A \ef m 1mit irgend welchem 
reellen a uberfuhrt. Mit Riicksieht auf die Bedeutung von M ge- 
winnen wir nunmehr hieraus den folgenden Satz, durch welehen das 
Ergebnis des § 9 wesentlich vertieft wird: 

LXIV. Sind 

l = ux + /J y, 

'/ = v x + 

ztvei lineare Formen in zwei bmplexen Vuriabeln g mit beliebigcn lom- 
plexcn Koeffizienten a, {i , y, d und nicht terschwindender Determinante 

A = ad — fiy, so gibt es im Kbrper von j = s tets game 

Zalilen x, y , die nicht bride verschwinden and fiir welche 

i £\VA\, r; ^iVA 

lard. Es lassen sich im allgemeinen sogar gauze Zatdrn x, y in diesem 
Kbrper fmden, die nicht beide verschwinden und 

i < ] A , »,|< i a; 

hervorbringen; cine Ausnahme bilden nur die Fdllc, wo wenigstens 
eine der Formen £, v von der Gestalt j > 7 A |e-(- qx + py) ist und 

dann p , q <jan ze teilerfremde Zahlen im Korptr von j sind und a 
irgend cine reelle Grb/ie ist. 

Es fallt hier die merkwurdige Tatsache auf, daB dieser Satz und 
der dann ausgesprochene GrenzfaU einen wesentlich anderen Charakter 

ST' f S p der lb " en in der Theori e des Korpers von i entspreebende 
Satz und Gienzfall, die in § 7 formuliert worden sind. 

Von den Sateen LXJI und LXIV aus gelangen wir durcb die 
.peziahiuerung y = 0 zu Aufschlussen, betreffend die Annaherung 

“ el ^. lge k0ra P lexe GrSBe - /»/« durch Quotienten x/y von 

ganzen nn korper von , bzw. im Korper von j gelegenen Zahlen- 

erhalten dadur ° h Theoreme , die dem Theoreme I uber die An- 

”u bS a s ; nd eine reeHe Gr6Be durcb rationale Zahlen an die Seite 
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Schlufl. 


Wir sind damit am Schlusse der Yorlesung angelangt; werfen 

Wlr n A 0ct emen kurze n Riiekblick auf das yon uns hier Eireichte 

Als Ausgangspunkt nahmen wir in Kap. I ein elementares Ordnunm- 

prmzip; durch dasselbe wurden wir bereits, allerdings etwas umstand- 

lich, zu der Wahmehmung gefithrt, daB in bezug auf die Werte 

lmearer Ausdriicke bei ganzzahligen Veranderlichen gewisse allgemeine 

behranken sich aufstellen lassen. Gerade die verbiiltnismaBige Weit- 

laungkeit der anfangs erforderlichen Hilfsbetrachtungen war danach 

angefan, die Einfachheit der spater zu befolgenden geometrischen 
Methoclen ins rechte Licht zu setzen. 

Nunmehr entwarfen wir das geometrische Bild des Zahlengitters. 

(Jns erwuchs als erne Hauptaufgabe, die Verteilung dieses Gitters im 

Kaume scharfer zu erfassen. Dazu bedienten wir uns des Hilfsmittels, 

daB wir Korper konstruierten, die den einzelnen Gitterpunkten zu- 

geoidnet waren uud den Raum nirgends mebrfach iiberdeckten. Be- 

tracbtungen dieser Art sind ubrigens, wie ich nicht unterlassen mochte 

zu erwahnen, auch fur die physikalischen Theorien uber die Struktur 
tier Kristalle von Wert. 

Wir variierten die Form der Korper in mannigfacher Weise und 
gelangten dadurch zu einer Fulle von speziellen Theoremen. Als 
deren gemeinsamen Charakter konnen wir es — in ungefahren Um- 
lissen liinstellen, daB sie angenaherte Auflosungen von Gleichungen 
darbieten, wobei die eingehenden Konstanten irgend welche Grofien 
sein konnen, die Unbekannten aber ganzzahlig werden sollen. Ich 
mochte hiernach die ganze Klasse der von uns gewonnenen Unglei- 
chungen mit dem Namen Diophantisclie Approximationen belegen, wie 
man ja Gleichungen mit zu bestimmenden ganzen oder rationalen 
Werten fur die Unbekannten nach Diophant zu benennen pflegt. 

Wir wandten uns weiter dem allgemeinen Begriffe der alge- 
braischen ganzen Zahl zu. Wir erkannten das Zahlengitter als ein 
die Auffassung iiuBerst erleichterndes Bild der Gesamtheit der ganzen 
Zahlen in einem algebraischen Zahlkorper und wir betraten damit 
das wichtigste Anwendungsgebiet der diophantischen Approxima- 
tionen. 

Mittels gewisser solcher Approximationen gelangen uns anschau- 
liche Beweise filr die Existenz der Einheiten, fur die Endlichkeit der 
Anzahl der Idealklassen in einem algebraischen Zahlkorper. Es war 
nun ein Leichtes, zu dem fundamentalen Satze von der eindeutigen 
Zerlegbarkeit der Ideale in Priraideale vorzudringen. 

Alle Theoreme hier wiesen eine)i Ursprung auf, wir schopften sie 
aus einer gemeinsamen, sehr durchsichtigen Quelle, die ich als das 
Trinzip der zentrierten Convexen Korper im Zahlengitter bezeichnen 
mochte. 



Schlufi. 
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Nun sind wir in der Tat eine Strecke Wegs in das Reich der 
heutigen Zahlentheorie eingedrungen. Wir konnen daran denken, 
uns auf diesem Boden zu akklimatisieren. Zunachst wiirde der Auf- 
baa der Ideale aus Primidealen tiefer zu erforschen sein. Der Zu- 
sammenhang der Einheiten uud die Einteilung der Ideale in Klassen 
sind die wertvollsten Geriite fur diese weitere Arbeit, in deren Ver- 
folg sicb wunderbare Zusammenhiinge zwischen der Zahlentheorie und 
der Theorie der Funktionen offenbaren. 


Berichtigungen. 

Seite 19, Zeile 20 ist vor „Wertesvstemen“ .einzuschalten „von (0 0 0) ver- 

sckiedenen“. ’ ' 

Seite 52, Zeile 22 ist „als Mittelpunkt“ zu streicken. 

Seite oo, Zeile 12 v. u. ist „kat . . . nur dann statt“ durch „ist . . . nock ent- 

bekrlick au6er“ zu ersetzen. 

Seite 58 ist von Zeile 4 die Bemerkung „(1 <p< 2)“ naeh Zeile 3 dariiber zu 

nicken. 

Seite 89, Zeile 2 lies „als Eckpunkt entkalt“ statt „zum Mittelpunkt kat“. 

Seite 154, Zeile 10 v. u. lies „2 —]/— 6“ statt 1 /_ 6“. 

Seite 171, Zeile 12 lies „c“ statt „a“. 
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Mathematische Vorlesungen an der Universitat Gottingen. Band I: 

F. Klein: 

Vortrage iiber den mathematischen Unterricht 

an den hoheren Schulen. 

Nach Vorlesungen aus den Jahrcn 1904—05 bearbeitet von Rud. Sehimmack. 
Teil 1: Von der Organisation des mathematischen Unterricbts. 


Mit 8 zum Teil farbigen Figuren. | IX u. 23(5 S. 

In Leinwand gel>. n. JL 5.— 


jjr. 8. 1907. 


In halt: Einleitung. - Kap. 1. Die Volkssehulen. - Kap. 2. Die sechs unteren 
Klassen der hoheren Knabenschuleu. — Kap. 3. Die Madchenschulen und die mittleren 
4 ach schulen. — Kap. 4. Geschichtliches iiber den Entwicklungsgang des mathematischen 
Lntemchts an unseren hoheren Schulen. - Kap. 5. Die drei Oherklassen der hoheren 
Schulen nach den Lehrplanen von 1901 (mit einem Exkurs fiber die Fra ere der Iutmi- 
tesimalrechnung). - Kap. G. Reformvorschlage fur die Oherklassen der hoheren 
bcliuien (nebst Erorterung iiber die allgemeinen Fragen der Schulreform). — Kap 7 
V ie r‘ oversitaten und die techmschei. Hochschulen. — Anhang: Wiederabdruck 
de> Benchts an die Breslauer Xaturforscherversammlung iiber den Stand des 

mathematischen und physikalischen Lnterrichts an den hoheren Schulen ' 1904 > _ 

des Meraner Benchts der Unterrichtskommission betreflend den mathematischen 
Lntenicht an den neunklassigen hoheren Lehranstalten (1905), — des Aufsatzes 
u >ei I lobleme des mathematisch-physikalischen Hoclischulunterrichts 1905 . 

Hf . rl .t‘Von; Mi -" lied T\ dor /;? ellschatt deutschei * Naturforscher und Arzte im 
Herbst 1904 eingesetzten Intemchtskommission hatte der Verfasser hesonderen AnlaB 

Wleaungen zu versuchen, die dem allseits anerkannten Bediirfnis einer geeigneten 

Vermittlung zwischen dem Hochschulstudiuin der mathematischen Lehramtskandi- 

daten und lhier spateren Lehrtatigkeit in neuer Weise gerecht warden. Die \’or- 

lehal’ten 6 !,^ dements P rechcnd lm . " intersemester 1904/05 und Sommersemester 1905 
gehalten hat, uaien von vornherein tur emeu weiteren Kreis bestimmt. Galt es docli 

f J; lc ]C V ie B e 1 0rmv o r s e h 1 a g e fur den mathematischen Unterricht allseitig dar- 
zulcgen und zu begrunden, die er Ostern 1904 vor dem Gdttinger Ferienkursus skfzziert 
hatte und die der Ausgangspunkt der einschlagigen Arbeiten der Naturforscher- 
Lnteinchtskommission gewonlen smd. Immerhin waren die Vortrage so wie sie 

gehalten wtirden, noth weit davon entferut, druckfertig zu sein, weshalb’ der Ver- 
tasser semen damaligen Assistenten TWn a*u: _ h' “ 

gegenwartigen 
bat. Charakte- 

hoheren 7 ist, uau «ie unterrichtsaufgaben der 

•—« ^ 

vemhildenen z ( Tf, i . T . eile "- (,ie n ° ch f '°lgen sollen, werden Einzeiausfiihrungen fur die 
A,avs,",i £ eble *°. d69 mathematischen Unterricbts, also Arithmetit, Algebra 

ang streb t , Efi wird kein systematischer ’ Lehfgang 

huf^en ^wi cben Hoohsnbnl 16 <tie in netracht kommenden Bezie” 

aachliclrntZ Uf! .■ u 8 ®?;..V ud Schul-Mathematik, unter Darlegung der haupt- 

Einzelheiten dirde^Verfa^^^ t . mss T e U1 f ld des ^^orischen Werdeganges. Mancherlei 

■—tw: 6.\asr^"4sus,%«. 



_ Verlag von B. 6, Teubner in Leipzig. _ 

Einfiihrung in die Vekioranalysis 

mit Anwendungen auf die mathematische Physik. 

Von Dr. Richard Gans, 

Privatdozont an der Universitfit Tttbingen. 


Hit 31 Figuren im Text. [X u. 98 S.] gr. 8. 1905. 


In Leinwand geb. n. Ji 2.80. 


die A V E1 ektrodynamik und der Elektronentheorie erfordert immer mehr 

e Kenntnis der Yektoranalysis. Das Bttchlein verfolgt den Zweck, ganz kurz und mit alleiniger Voraus- 

eetzTuig der Elemente der hbheren Mathematik in die Rechenmethoden der Vektoranalysis einzuftthren. 

d^ a m^ AnWen ^ ba l k 61 t T^ e8er Rechenmethoden z « zeigen, sind viele Beispiele aus der Mechanik, Hydro- 
dynamik, osmotischen Theone, Elektrodynamik und Elektronentheorie gegeben; dabei sind die phyei- 

aliechen Gmndlagen der Theorien nicht etwa vorausgesetzt, sondern auf einfache Weise abgeleitet 



Elemente der Vektor-Analysis. 

Von Dr. A. H. Bucherer, 

Privatdozent an der Universit&t Bonn. 


2. Auflage. [VIE u. 103 S.J gr. 8. 1905. geb. n. JC 2.40. 


Durch die VerBffentlichung dieses elementaren Werkchens glaubt der Yerfasser dem Studierenden 
der Physik ein Hilfsmittol an die Hand zu geben, das ihm das Eindringen in die mathematische 
Physik ganz wesentlich erleichtern und sein Wissen auf diesem Gebiete durch eine stkrkere Heranziehung 
der Vorstellungskraft zu einem lebendigeren gestalten soil. Angesichts der Tatsache, daB grundlegende 
Abhandlungen unserer bedeutendsten Gelehrten in neuerer Zeit in zunehmendem MaBe in vektor- 
analytischer Form verfaBt werden, muB das Erscheinen eines derartigen elementaren Werkchens als 
besonders zeitgem&B bezeichnet werden. Das Verst&ndnis der Rechenmethode hat der Verfasser sich steta 
durch einfache Beispiele aus der Physik zu erleichtern bemtlht. 



Vorlesungen iiber die Vektorenrechnung. 

Mit Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und mathematische Physik. 

Von Dr. E. Jahnke, 

Professor an der KOnigl. Bergakademie zu Berlin. 

Mit 32 Figuren im Text [XII u. 235 S.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. M. 5.60. 

Die Vorlesungen sollen dem Tecliniker wie dem Physiker eine leichte Einftihrung in die Vektor- 
metliodon bieten, wobei auf eine Einsicht in den Zusammenhang der Begriffe und Definitionen Wert 
gelegt wird. Die vielseitigo ^ erwendbarkeit des Vektorbegriffs, wie er von GraBraann gesekaften worden 
ist, und der vektoriellen Differentialoperatoren wird an der Hand eines reichen (Jbungsmateriale sowie 
in \erbindung mit zahlreichen Anwendungen auf die Statik und Kinematik des starren KOrpers, auf 
Probleme der Graphostatik, der Ela6tizitiit, der Optik und insbesondere der Elektrizit&t erliiutert. 

Audi dem Mathematiker will das Buch Neues bieten. Die neuere Dreiecks- und Tetraeder- 
geometrie tindet ausgedehnto Berilcksichtigung. Unter den Tetraederkonfigurationen werden vor allem 
die Konfigurationon der MObiusschen und der vierfach hyperboloid gelegenen Tetraeder erOrtert, die 
zur Theorie der liyperelliptiscben Thetas in einem einfachen Zusammenhang stelien. Die kinematisch- 
georaetrische Erzeugung der ebenen Kurven, der Raumkurven und der Fliichen bietet dankbaren Stoff 
flir vektorielle Behandlung. Die geometrische GrOBe zweiter Stufe wird — in weiterem Verfolg eines 
zuerst von Herrn F. Klein dargelegten Gedankenganges — einmal in ihrer Bedeutung fitr die Statik und 
Kinematik dos starren KOrpers, sodann als Bindeglied zwischen der Mechanik des starren KOrpers einer- 
seits und dem Staudtschen Nullsystem und dem PI ticker schen Linienkomplex andrerseits untersucht. 




Yerlag von B. G. Teubner in Leipzig. 

Bachmann, Dr. Paul, Professor in Weimar, Zahlentheorie. Versuch 
einer Gesamtdarstellung dieser Wissenschaft in ihren Hauptteilen. 
In 6 Teilen. gr. 8. 

-I. Teil: Die Elemente der Zahlentheorie. [XII u. 

264 S.] 1892. geh. Ji. 6.40, in Leinwand geb. Ji 7.20. 

-II- Teil: Die analytische Zahlentheorie. [XVIII u. 

494 S.] 1894. geh. Ji. 12.—, in Leinwand geb. Ji. 13.— 
HI* Teil: Die Lehre von der Kreisteilung und ihre 
Beziehungen zur Zahlentheorie. Akademische Vorlesungen. Mit 
Holzschnitten im Text und 1 lithogr. Tafel. [XII u. 300 S.] 
1872. geh. Ji 7.—, in Leinwand geb. Ji 8.— 

-IV. Teil: Die Arithmetik der quadratischen Formen. 

I. Abt. [XVI u. 668 S.] 1898. geh. Jt \%.—, in Leinw. geb. Ji. 19 .— 

- -- v - Teil: Allgemeine Arithmetik der Zahlenkorper. 

[XXII u. 548 S.] 1905. geh. Ji. 16.—, in Leinw. geb. Ji 17.— 

[Fortsetzuug unter d<-r I'rosse ] 

Bauer, Geheimrat Dr. Gustav, Professor der Universitat Mfinehen, 
Vorlesungen fiber Algebra. Herausgegeben vom Matheraatischen 
Verein Mfinehen. Mit dem Portriit Gustav Bauers als Titelbild und 
11 Piguren im Text. [VI u. 376 S.J gr. 8. 1903. geh. n. A 12. —, 

gcb ‘ n. JL 13.— 

Biermann, Dr. Otto, Professor an der k. k. Technisehen Hochschule zu 
Briinn, Elemente der hoheren Mathematik. Vorlesungen zur 
Vorbereitung des Studiums der Differentialreehnung, Algebra und 
Funktionentheorie. [XII u. 382 S.J gr. 8. 1895. geb. n. JL 10.—, 
in Leimvand geb. n . JL U . — 

' Theorie der analytischen Funktionen. [X u. 452 S.l 

gr. 8. 1887. geh. n. JL 12.80, in Leinwand geb. n. JL 14.— 

Bohlmann, Dr. G., Professor in Berlin, Ubersicht fiber die wich- 
tigsten Lelirbiicher der Infinitesimalrechnung von Euler 
bis auf die heutige Zeit. [IV u. 110 S.] gr. 8. 1899. geh. 

n jtt 4 _ 

Bruns, Dr. Heinrich, Professor der Astronomic an der Universitat 

, P 5ar Undh “ le “ deS wissenschaft lichen Rechnens. [VI 
u. lo9 SJ gr. 8. 1903. geh. n. JL. 3.40, in Leinwand geb. n. JL 4.— 

Wahrscheinlichkeitsrechnung und KollektivmaB - 

ehie. [VIII u. 310 S. u Anhang 18 S.] gr. 8. 1906. In 

Bn rlrT J u n- 8.40. 

Hbe^’ D r, H " Professor an der Universitat Ziirich, Vorlesungen 

All M* E i eraante c dei Di "erential- und Integralrechnung. 
Mit zahlreichen Textfiguren. [XII u. 252 S.J gr. 8 In Leinwand 

Gra S; i f L, ' \ Fri , edriCl1 ’ Pr ° feSSOr 3,1 der Technisehen Hochschule zu Darm- 

mit A / SUDgen ttber die der Quaternionen 

mit Anwendung auf die allgemeine Theorie der Fliichen und der 

rw T X Krfimraung. [IV u. 164 S. mit Figuren im Text.] 
gr- 8. 1883. geh. n . JK 3 .60 


zusammen n. JC 14.50. 


Klein, Dr. F., Professor an der Universitat Gottingen, autographierte 
Yorlesungshefte. 4. geh. 

I. Ausgewahlte Kapitel der Zahlentheorie. 

Heft 1, 391 Seiten (W.-S. 1895/96) 

Heft 2, 354 Seiten (S.-S. 1896) 

Konig, Dr. Julius, Professor am Polytecknikum zu Budapest, Ein- 
leitung in die allgemeine Theorie der algebraischen GroBen. 
[X u. 564 S.] gr. 8. 1903. geh. JL 18.—, in Leinw. geb. JL 20.— 

Kronecker, Leopold, Vorlesungen iiber Mathematik. Heraus- 
gegeben unter Mitwirkung einer von der Konigl. PreuBischen Akademie 
der Wissenscbaften eingesetzten Kommission. Vorlesungen iiber 
die Theorie der einfachen und der vielfachen Integrate, 
herausgegeben von E. Netto. [X u. 346 S.] gr. 8. 1894. geh. 

n. JL. 12 . — 

Legendre, Adrien-Marie, Zahlentheorie. Nack der 3. Ausgabe ins 
Deutsche iibertragen von H. Maser. 2 Bande. 2., wohlfeile Aus¬ 
gabe. [I. Band: XVIII u. 442 S., II. Band: XII u. 453 S.] gr. 8. 
1893. geh. n. JL. 12.— 

Einzeln: jeder Band n. JC 6.— 

Minkowsky, Dr. Hermann, Professor der Mathematik an der Universitat 
Gottingen, Geometrie der Zahlen. In 2 Lieferungen. 

I. Lieferung. [240 S.] gr. 8. 1896. geh. JL. 8.— 

[Die II Lieferung befindet sich in Vorbereitung.] 

Mehmke, Dr. R., Professor an der Konigl. Technischen Hochschule zu 
Stuttgart, liber graphisches Rechuen und iiber Recken- 
maschinen, sowie iiber numerisches Rechnen. gr. 8. In 

Leinw. geb. [I“ Vorbereitung.] 

Netto, Dr. Eugen, Professor der Mathematik an der Universitat GieBen, 
Vorlesungen iiber Algebra. 2 Bande. gr. 8. geh. n. JL 28.— 
Einzeln: 

I. Band. TX u. 388 S.l 1896. geh. n. Jl 12.—, in Leinwand geb. n.,fcl3.— 

II. — l. Lieferung. Mit Holzsehnitten im Text. [192 S.] 1898. 

crgh. n. 6. 

II. — 2. Lieferung. Mit Holzsehnitten im Text. [XII u. S. 193—519.] 

1899. geh. < . n - ^ 1°- — 

II — (l. und 2. Lieferung. geh. n. JC, 16. —, in Leinwand geb. 

V n. JC 17.40. 

-- Lehrbuch der Kombinatorik. [VII u. 260 S.] gr. 8. 

1901. In Leinwand geb. n - ^ 9- 

Serret, J.-A., Hand buck der hoheren Algebra. Deutsche 

Ubersetzung von G. Wertheim, Lehrer an der Realsckule der 

israelitischen Gemeinde zu Frankfurt a. M. 2 Bande. gr. 8. g©h. 

n. JL 19.— 

VHI u. 528 S.] 2. Auflage. 1878. n. JC 9. 

VIII u. 574 S. 


Einzeln: I. Band. 
II. — 


2. Auflage. 1879. n. JC 10. 

Sommer, Dr. J., Professor an der Technischen Hochschule zu Danzig. 
Vorlesungen iiber Zahlentheorie. Einfuhrung in die Tkeone 
der algebraischen Zahlkorper. Mit 4 Figuren im Text. L V1 ^ 361 
gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n - JL U • 

Wertheim, Gustav, Elemente der Zahlentheorie. [X u. 382 S] 

Q 1 QQ7 -aU n. cw. O . 4v. 

gr. o. looi. 


geh. 
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